i pa ne LES do. 


ave. LE CONCOURS | ate i i at is 5 PE Ted | 


t + \. Be Veau 
Lit 


DU | CENTRE NATIONAL DE os RECHERCHE SCHNTIMQUE | 


" publication fondée en 4864 par L. PASTEUR CU D LU 
Fes | eontinuée de 1872 à 1882 par H. SAINTE- CLAIRE DEVILLE.” ei QAR 
LCR OS ae de/4883-4. 4988 par-H.’DEBRAY + 6 2) Se ay 
SNe ah fe do 4889 41900 par Ch. HERMITE + NT lei oe ihe sea PE 
vine RATES ‘de 400. 8 4047 par G. DARBOUX (0) 8 0, "| 

Mee rce ent A et de 1918 à fou ‘Dar É. PICARD | i NO re 


9g 


4 me | anne, 89% | 


: ie DR ne 4. 6 Pe 
GAUTHIER- VILLARS, ÉDITEUR - -IMPRIMEUR- LIBRAIRE ae Be Ne 
Quai des Grands-Augustins, 55 : | 


= Ae 
~ 
A 
% LG I t 
~ D + 
# RS “3 
— # = 
53 = - 
Sat Ae 4 
« Fee 
ni (ras . ÿ 7 SS 
3 t a 
: ÿ : 
à + - 
! i Î 
> 
À } ve 
© ey Se . $ 
i +. 


nS 


« 


‘à . ae 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


dus. 
\! 
\U. 


= ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


DE 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


PUBLIÉES SOUS LES AUSPICES 


DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE, 


PAR 


UN COMITÉ DE RÉDACTION COMPOSÉ DES MAITRES DE CONFÉRENCES BE L'ÉCOLE. 


Publication fondée en 1864 par M. PASTEUR, 
et continuée de 1872 à 1882 par H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE. 


TROISIÈME SÉRIE. 


TOME ONZIÈME. — ANNÉE 1894. 


PARIS, 


GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 
DU DUREAU DES LONGITUDES, DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 


Quai des Grands-Augustins, 55, 


1894 


(Tous droits réservés.) 


COMITÉ DE RÉDACTION 


COMPOSÉ DES MAÎTRES DES CONFÉRENCES SCIENTIFIQUES. 


Sciences mathématiques. 


MM. 
P. AppELL, de l'Institut. 
J. BEerTRAND, de l’Institut. 
G. Dargoux, de l’Institut. 
E. Goursat. 
Cu. Hermite, de l’Institut. 
G. Kornics. 
E. Picarp, de l'Institut. 
L. Rarry. 


J. Tannery, Sous-Dir. à l’École. 


F. Tissenann, de l’Institut. 


MM. Cua. Hermite, de l’Institut, Professeur à la Sorbonne 


GauTHIER-VILLARS..... 
G. Dargoux, de l’Institut, Professeur à la Sorbonne 


Sciences physiques. 


MM. 
. Bertuevor, de l’Institut. 
. Boury, Prof. à la Sorbonne. 
. BriLLouix. 
. Durer. 
. Friepex, de l’Institut. 
. GERNEZ. 


. HauTereuize, Prof. à la Sor- 
bonne. 5 


A. Jorx. 

E. Mascarr, de l'Institut. 
L. Troost, de l’Institut. 
J. VioLLe. 


TOS) Eo = el 


ADMINISTRATION. 


D. Gernez, Maitre de Conférences a l’École Normale... 


ns ssrssernsnssse 


CC 


Sciences naturelles. 


MM. 
G. Bonnier, Prof. à la Sorbonne. 
J. Costantin. 
A. Dasrre, Prof. à la Sorbonne. 
A. Des Cxoizeavux, de l’Institut. 
H. pe Lacaze-Dutniers, de l’In- 
stitut. 
A. Gran», Prof. à la Sorbonne. 
H. Houssay. 


Munter-Cuatmas, Prof. à la Sor- 
bonne. 


L. Pasteur, de l’Institut. 

E. Perrier, de l’Institut. 

G. Poucuer, Prof. au Muséum. 
P. Van Trecuem, de l’Institut. 
F. WALLERANT. 


Directeur. 


Trésorier. 


Secrétaires. 


P. HAUTRFEUILLE, Professeur à la Sorbonne............................ / 


¥ 
ë 
Cal 


dhs 


oe Cr 


re Lu + 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


SUR LES CAS D'INTÉGRABILITÉ 


DU 


MOUVEMENT D'UN POINT DANS UN PLAN, 


Par M. ELLIOT, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANCON. 


Lorsqu'un mobile est sollicité par des forces résultant d’un poten- 
tiel, la condition pour que le problème admette, outre l’intégrale des 
forces vives, une intégrale du second degré par rapport aux vitesses, 
est que la fonction des forces satisfasse à une équation aux dérivées 
partielles du second ordre. M. Bertrand a tiré de cette équation des 
conséquences très intéressantes sans en donner l'intégrale ('). Je me 
propose de faire voir que l'intégrale générale de l’équation en ques- 
tion est donnée par les expressions de la fonction des forces trouvées 
par Liouville dans le Mémoire intitulé : Sur quelques cas particuliers où 
les équations du mouvement d'un point matériel peuvent s'intégrer (?). 
Ce résultat se déduit aisément, comme on peut s’y attendre, de l’ex- 
pression générale des éléments linéaires susceptibles d’être ramenés à 
la forme de Liouville. 


(1) Journal de Mathématiques, 2° série, t. Il, p. 113. 
(2) Journal de Mathématiques, 1"° série, t. XI. 
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A L’équation aux dérivées partielles est, dans un grand nombre de 
oR questions, plus commode à utiliser que son intégrale. C'est ce qu'a fait 
M. Bertrand dans le Mémoire cité, en cherchant les fonctions de 
| forces pour lesquelles il y a une intégrale du second degré, en suppo- 
1 sant que les forces ne dépendent que des distances du mobile à des 
N points fixes du plan. Il n’y a aucune difficulté à étendre sa méthode 
au cas où les forces dépendent de la distance du mobile à des droites 
fixes du plan. Mais si l’on veut ne laisser échapper aucun cas particu- 
lier, il est nécessaire de tenir compte des formes de dégénérescence 
de l’équation aux dérivées partielles qui correspondent aux diverses 
expressions de l'intégrale générale signalées par Liouville. 


qi | ; 


1. Proposons-nous de trouver toutes les fonctions U de x et y 
telles qu’un changement convenable des variables indépendantes ~ 
transforme l’équation aux dérivées partielles 


(1) P+ P=2U 


en une autre où les variables se trouvent séparées. La nouvelle équa- 
; tion, par hypothese, aura la forme 


Mi pi + Nigi=X,+ Y%, 


où M, et X, ne dépendent que de x,, N, et Y, que de y,. Dans ce cas, 
un nouveau changement de variables x, = F(æ,), y, = G(y,) per- 
mettra de transformer l’équation en 


P2+ qi X2+ Ye. 


Nous pouvons donc nous borner à chercher les équations (1) qui peu- De 
vent se ramener à celle-ci, où 9 et Ÿ sont deux fonctions arbitraires 


(2) Pi+gi=o(ri) + (y). 
Soient 
(3) æ—A(x, y}, y1=B(x,y) 


les formules qui définiront le changement de variables. Il faudra 


’ 
ag 
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d’abord, évidemment, que A et B satisfassent aux conditions de la 
représentation conforme, 


dA  0B dA 0B 


due Oy M T0 ox. 
L’équation (2) devient dans le système (x, y) 


OA? 
dy? 


A2 
(4) pgs (So + 


) CoA) + 4B). 
Le second membre de cette équation est l’expression générale que 
nous cherchions pour la fonction U. 

Si l’on considère la surface dont l'élément linéaire est 


ds? — 2U (dx? + dy’), 


on saura, dans ce cas, en trouver les lignes géodésiques par des qua- 
dratures. Dans le système (a,, y,), cet élément se présente sous la 
forme de Liouville. L’équation (1) admet alors une intégrale du second 


degré. 


2. Le second membre de l’équation (4), qui contient deux fonctions 
arbitraires, est l’intégrale générale d’une équation aux dérivées par- 
tielles du second ordre. Nous allons la chercher en exprimant que 
l’équation (1) admet une intégrale du second degré. En désignant par 
a, B, y des fonctions de x et y, nous prendrons l'intégrale sous la 
forme 


(5) (ap +Bq)+27y— const. 
en laquelle se transforment, par le changement de variables, les inté- 
grales évidentes pj — 9(a,) — const., gi — d(y,) = const. de l’équa- 
tion (2). La condition pour que l’équation 

F=—p'+q— AU © 
admette l'intégrale (5) est que l’on ait 


(ap +69) [ee rfi D) 


FO PAREIL a 
+ as + BS ]+P5L+ a =O; 


oy 


Remplacant, dans cette équation, q par /2U — p’, les termes ration- 
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nels et ceux qui contiennent le radical dns être nu Is sép paré men nt. 


On devra donc avoir, quels que soient x, y, P; | Le a; 


oo [o(-B) eel 
+ Bp(2U —p as + oie 


(6) 


(7) 


En égalant à zéro les coefficients de p® dans les termes (6) et de p? 
dans les termes (7), on obtient d’abord ces deux conditions 


«(52 — SF) — 6 (3 + 5) =0 
dey Oy. OLS DY) 
dz 98 B x 
IR MCE 
On en conclut, en écartant l'hypothèse a? + 6? = 0, 


da 08 da __ 2 
(Sue Je = Oy D QE 


En vertu de ces relations, les conditions pour que les termes (6) et (7) 
soient identiquement nuls deviennent 


OU OÙ 0p ard 

© Ox ap oy ak dy. PR À 
08 dy 

8 Le Ove ev se 


L’élimination de la fonction y entre ces deux équations donne l’équa- 
tion aux dérivées partielles que doit vérifier U 
UU aU 
(re) + (Bt at) oe 
| 3 (62%) OU 3.0(B*—o2) OU aX(B%—at) 
aha aU | dU = 
ay, de ta da oy dee, ee 


(9) 


ale rT 
Si l’on fait en particulier a=1, B =o, l’équation se réduit à 


dx dy 
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ŒU . (vice . wa oF 
= 0. Si donc l’équation (1) admet l'intégrale p? + 27 = const., 


U sera nécessairement la somme d’une fonction de x et d’une fonction 
de y. Les équations qui déterminent y, dans ce cas particulier, sont 


Opaee o oray aU 
Gee OR” de 


ce qui montre que y ne peut dépendre que de æ. 


3. Connaissant les fonctions « et $, il faut maintenant, pour définir 
le changement des variables, trouver A et B. Par hypothèse, les for- 
mules 


(10) æ=A(X, 7), J1=B(zx, 7) 
transforment l'équation (1) en une autre, où les variables sont sépa- 


rées dans le second membre, et qui admet, comme nous venons de le 
voir, Vintégrale p; + 27,= const. Puisque U est solution de l’équa- 


_tion (9), l'équation (1) admet l'intégrale 


(ap +Bq)}+2y—= const. 


D'ailleurs, la substitution (10) transforme ap + 6q en 


(238 = 638) (ae 49%) 


Il suffit donc (‘) que les fonctions A et B satisfassent aux équations 


a SA zine 


me 7 Bano? ae 
Mice es ith OA OB OA OB : 
A et B satisfaisant aux conditions re Bere Aiea oa: on en tire 
Lae ot dA B 
de A Oy EBM 
op i: B CRETE 
Jn ot 8. dy a+? 


(1) Il y aura évidemment d’autres façons de déterminer A et B dans le cas où l’équa- 
tion (1) admettrait plusieurs intégrales du second degré. 


‘ 


Ainsi, lorsqu’on se donne « et 8, on a l’intégrale générale de l'équa- 
tion (9), en déterminant A et B par les quadratures précédentes et 
en formant l'expression 
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DA TO 
(12) ; u= (Se + Se )LeCA) + HB} 

4. Si l’on veut que les résultats précédents s’appliquent à un pro- 
bleme de Mécanique pour lequel la fonction des forces est U, il faut 
que cette fonction ne cesse pas de satisfaire à l’équation (9) quand 
on l’augmente d’une constante quelconque, c’est-à-dire que 


0? (6? — a?) sp 


dx dy a 


Observons, toutefois, que, si cette dernière condition n’est pas 
remplie, la connaissance d’une intégrale complete de l’équation 
p?+q?=2U ne sera pas sans utilité pour la résolution du probleme 
de Mécanique. Car si l’on suppose connue une intégrale complete de 
l'équation p?+ g*= 2(U +4), on obtient les trajectoires en égalant 
à une constante arbitraire le résultat de la différentiation de l’inté- 
grale complète par rapport à la constante non additive qui y entre. 


_ Les trajectoires relatives à 2 =o s’obtiendront en introduisant cette 


hypothèse dans le résultat précédent, et, comme aucune différentiation 
n'est faite par rapport à 2, on aura évidemment les trajectoires qui 
répondent à À =o par une différentiation de l’intégrale complète de 
Pp? = q° —2Ù. 

Revenant maintenant aux problèmes de Mécanique que la méthode 
0° (PB? — a?) 
—--—_ =o 
VETS | \ Cree 
jointe à celles de la représentation conforme que doivent vérifier «et 8, 


et qui peuvent s’écrire 


de Jacobi permet d'intégrer complètement, la condition 


2 


déterminent « et 8. On trouvera immédiatement, en désignant par 
a, b, b,, c, ce, des constantes, les deux relations 


aB = axy + ba+by +c. 
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5. Supposons d’abord ao. On pourra, sans altérer la généralité, 
supposer a= 1. Cela revient à multiplier « et 8 par une même con- 
stante, et par suite aussi A et B. En outre, on voit qu’un transport 
des axes permet de supposer nulles les constantes b et b,, en sorte 
que «et 8 peuvent être considérés comme satisfaisant aux relations 


(14) B— ?—y?— w+, op == Ly + ci. 


I] faut maintenant déterminer les fonctions A et B par les quadra- 
tures (11). Or, la forme des seconds membres montre que, si l’on pose 
J (4) =%-+ $1, AetB seront respectivement la partie réelle et le coef- 
ficient de z dans l’intégrale ba En outre, d’apres les relations (14), 


le carré de la fonction f(z) est 2? + 2c,1— c. Une rotation des axes 
d’un angle convenable w va simplifier encore cette recherche. Si 
2, —=%,+y,t désigne la nouvelle variable imaginaire après la rota- 
tion, notre intégrale deviendra 


fa ae 


Déterminons de façon que 


(2¢,t—c)e?%— — f?, 


A étant une quantité réelle, on aura 


2 C1 COS2W + C SIN 20 — 0, C COS2 0 — 2¢, Sin2® = À? ; 
en prenant 
ni 2C (é eR 
Sin20 == ee COS20— Fo Ver he? =f, 


l'intégrale se réduit à 


dz, 
Be Je 


Appelons r et pe les distances d’un point du plan aux deux points 
fixes qui ont actuellement pour coordonnées (k,0), (— A, 0); on sait 
que la partie réelle et le coefficient de dans l'intégrale (15) sont des 
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fonctions très simples, l’une de r+ op, l’autre de ree cre fc 
méme inutile de préciser la forme de ces fonctions, puisque » 1 pre es- 
sion de U que nous voulons obtenir contient A et B sous deux fo 
tions arbitraires. 

Il nous reste à trouver l’expression de 


OA? DA : I 
Ox? oy eB 
Les formules (14) donnent # 2 
(a?-+ 62)? (a+ y?)?+ 20(y?— 2?) + Bey + €? + hes; "1 
le second membre transformé dans le système (x,,y,) se réduit à = 


(a? + y?)? + 2h? (y} —2}) + hi, 


qui est le carré de re. L’ expression générale que nous cherchions 
pour U est done 


U= Flor +p) +4(r—p)]- 
C’est la forme générale trouvée par Liouville. 


6. Lorsque h=o, a? + 8? devient égal au carré de la distance du 
mobile à la nouvelle origine. L'intégrale qu'il faut mettre sous la 


; ae: 
forme A + Bz est ici f ©. A est une fonction de x? + y*, B une 


1 


fonction de 21. Done r désignant la distance du mobile à un point fixe 
Li 


du plan, 0 l'angle avec une direction quelconque du rayon vecteur 
joignant le mobile au point fixe, la valeur de U sera 


U=9(r) + (0). 


7. Reste à examiner le cas de a = o. Un transport d’axes permet 
Se a se RE 2 nn CS a 


(1) L’équation aux dérivées partielles de Jacobi se transformera donc en une autre où 


les variables seront séparées, quand on fera un changement de variables en coordonnées \ 
elliptiques. 
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d'annuler alors les termes c et c,. Les relations qui déterminent « et 6 
sont 
BP at==2(b,y — be), af = b,x+ by. 


, 2 , nN “ ry . 
L'expression a? + 3? est égale, à un facteur constant près, à la dis- 
tance du mobile à la nouvelle origine. Les fonctions A et B sont la 


partie réelle, et le coefficient de z dans l'intégrale le où l’on a 


posé f(s) = a + Br. Le carré de f(z) se réduit ici à 2(b+b,i)z. 
Une rotation des axes permet, en négligeant un facteur constant réel, 


de ramener l'intégrale à / —!. A un facteur constant près, les carrés 
31 

de A et B sont Va; + y —x, et Va? +y?+ x,. En revenant au sys- 

tème primitif, on voit que, si r désigne la distance du mobile à un 

point fixe, et à sa distance à une droite fixe, l'expression de U sera 


U= = [o(r +3) +(r—0)]. 


Ces deux cas particuliers ont été déduits par Liouville du cas général 
de la transformation en coordonnées elliptiques, au moyen de consi- 
dérations géométriques. 


IT. 


8. On peut tirer de l’équation aux dérivées partielles que vérifie la 
fonction U tous les cas des problèmes admettant une intégrale du 
second degré, ou, ce qui est la même chose, complètement inté- 
grables par la méthode de Jacobi, dans l'hypothèse que U ne dépend 
que des distances du mobile à des points fixes ou à des droites fixes 
du plan. À: cause de la forme linéaire de l'équation aux dérivées par- 
tielles, si l’on a obtenu un certain nombre de solutions particulières 
où U ne dépend que des distances du mobile à certains points ou 
droites du plan, on aura encore une solution en ajoutant toutes ces 
solutions particulières multipliées respectivement par des constantes 
quelconques. Il suffit de répéter les calculs de M. Bertrand en distin- 
guant les divers cas qui ont été examinés dans l'intégration. 

Dans le cas général, la constante a n'étant pas nulle, on peut la 
supposer égale à l'unité. Le transport des axes et leur rotation re- 

Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Javier 1894. 3 
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vient, comme on l’a vu, à annuler les constantes b, oe eos 
duisant la distance 2 des deux foyers, l'équation aux dérivées par a 


tielles est 


+ faU AU U QU 
(1) oy (Jb 28) + OP) +87 ge © 


Il faut voir si elle peut admettre une solution de la forme 
U=o[(x— x) + (y dt LU is 


en déterminant convenablement la fonction ¢ et les constantes x, Vo. 
Le résultat de la substitution est 


(2) ES Gd a na Jo)" +4 (y?— +R) (x — %0)(¥ —Jo)\ 9" 


+ 6( yx —Xy)9'=0. 


Le polynome qui figure comme coefficient de +” est seulement du 
troisieme degré; il doit étre évidemment le produit du coefficient de 
o’ par une expression de la forme &[(a — a,)?+ y— y,)? |, où & est 
une constante. On reconnait tout de suite que l'identification donne 


comme condition nécessaire & = | et x) Vo = 0. Si l’on veut se borner 


aux solutions réelles, il faut prendre y, =o, et l'identification a lieu 
effectivement en prenant 2; — A? =o. 

Pour avoir la loi de la force dirigée par exemple vers le point 
æ = h, yo 0, il suffit de remarquer que l’équation (2) donne, en 
posant pe — (x —h} + y?, 


2vo"+ 30'=0. : 
En désignant par C et C, des constantes arbitraires, on en conelut 
o> — +C 
ve 


La loi d'attraction est donc celle de Newton. 

Remarquons, avec M. Bertrand, qu'il y a une autre facon de satis- 
faire à l'équation (2) en exprimant que le coefficient de 2" est identi- 
quement nul. Cela donne x, = y, = o. La force est dirigée vers l’ori- 


f 
M EL D — 


7 
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gine. L’équation (2) se réduit alors à ¢” = o. La fonction o est done 
du premier degré par rapport à æ&° + y?; la force est proportionnelle 
à la distance. 

De même, en désignant par M, N, P trois constantes, la substitu- 
tion dans l'équation (1) de ¢(Ma + Ny + P) donne 


[(M?— N°) xy + MN(y?— a? + h?)]o" + 3(My —Nax)o'=o. 


On doit avoir, comme précédemment, 
(M*— N*) zy + MN(y?— a+) =3k(My —Nex)(Ma+Ny+P). 


L'identification exige d’abord & = +, ensuite que P soit nul ainsi 
que l’une des quantités M ou N. On retrouve ainsi, avec les forces 
considérées par Lagrange, celles qu’a ajoutées Liouville. Elles sont 
dirigées parallèlement aux deux axes coordonnés que nous avons 
choisis, et l'on vérifie immédiatement qu'elles sont inversement pro- 
portionnelles aux cubes de la distance du mobile aux deux axes. 


9. Dans le cas particulier où 4 = 0, l’équation aux dérivées par- 
tielles devient 


aU au ee 


ay === (6) 


& ae ŒU 


Om ay +37 30 

En répétant le raisonnement précédent, on voit immédiatement que 
les seules forces dirigées vers un point fixe doivent passer par l'ori- 
gine actuelle et que la force est une fonction quelconque de la dis- 
tance. 

En cherchant les solutions de l’équation (3) qui sont de la forme 
o(Ma + Ny + P), on trouve aisément que la droite Mx + Ny +P = 0 
est une quelconque de celles qui passent par l'origine, la force de- 
vant varier en raison inverse du cube de la distance. 

Ainsi, dans ce cas particulier, la méthode de Jacobi ne permettra 
de résoudre le problème par des quadratures que si le mobile est sol- 
licité 1° par une force dirigée vers un point fixe O et fonction quel- 
conque de la distance à ce point; 2° par des forces émanant d’un 
nombre quelconque de droites passant par le point O, ces forces va- 


MA 


riant en raison inverse du cube de la distance du mobile à 
_rentes droites. | , Gk 


10. Lorsque a = 0, un transport d’axes et une rotation convenable 
qui revient évidemmenta prendre comme axes de coordonnées les deux 
droites rectangulaires en évidence dans les expressions de 6? — a? 
et de «3 du n°7 ramènent l'équation aux dérivées partielles à la forme 


. sd Le. 
PU NUS Re tee | 
(4) it | Oy? Y Ox dy JE de 4 


En essayant, d’après les mêmes procédés, les solutions de la forme 
U=9[(4—x%)?+ (y—yo)*], 


on trouve immédiatement que le point fixe vers lequel est dirigée la 
force ne peut être que l’origine, et que la force est en raison inverse 
du carré de la distance. | 

Pour que l’équation (4) admette une solution de la forme 


U=9(Mz+Ny+P), 
on doit avoir identiquement 
[(M?— N?)2-+2MNy]o"+3Mo9'=o. 


On peut d’abord y satisfaire en prenant M = o. La force est parallèle 
à Oy, et, comme l'équation se réduit à ®"— 0, la force est constante. 
Ce cas étant écarté, on doit avoir identiquement 


(M?— N°)x+2MNy =34M(Mz+Ny+P). 


Il faut et il suffit que P = N —o et que &=4. D'ailleurs, en posant 
Max =», l'intégration de l’équation en 9 donne 


C 
Pgh Ci. 


La force dirigée perpendiculairement à Oy est inversement propor- 
tionnelle au cube de la distance à cet axe. 
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11. Les forces dirigées vers des centres fixes ou provenant de droites 
fixes du plan qui ont été trouvées précédemment sont évidemment 
les seules qui donnent des problèmes intégrables par la méthode de 
Jacobi, si l’on veut que les intensités des différentes forces soient 
indépendantes les unes des autres. Dans le cas contraire, il est pos- 
sible de trouver d’autres fonctions U pour lesquelles la méthode de 
Jacobi ramène le problème à des quadratures. 

Cherchons, par exemple, si l’équation (4) peut admettre une inté- 
grale de la forme 

Dee i ys) ar Ny): 


La substitution donne, en posant æ° + y? — », 
hoo" Go — TE 0, 


qui ne peut être vérifiée que si l’on a, en désignant par À une con- 
stante, 

i=h, hr? +60 — A. 
On en conclut 


U—— Fo By) + ny + hi, 
n= 2 


h,, k, &, désignant des nouvelles constantes. Tous les termes corres- 
pondent à des forces déjà examinées, sauf le second, que l’on peut 
écrire +h(r?+ 3y?), r étant la distance du mobile à l’origine. Ce 
terme répond à deux forces : l’une dirigée vers l’origine et agissant 
en raison directe de la distance, l’autre perpendiculaire à Ox, et aussi 
en raison directe de la distance; mais, pour une même distance, l’in- 
tensité de la seconde doit être triple de celle de la première. 

Cherchons de même s’il y a des solutions de l'équation (4) de la 
forme 


U—o(æ?+ y?) + (x). 
Le résultat de la substitution est 


&æ(r?+ y*)o"+ 629'+ x" + 34'— 0. 


Les variables x? + y? et x se séparent quand on divise par x. En dési- 


‘< 
2 
ne. 

2 


a. 
—_ 


an 
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gnant par À une constante, et posant a += En Îles | on de à om ze q 
ete déterminées par les deux équations oy VÉRINS 
i 3 cr 


3 
hog’ +6q'=h, YP+aY+h=o. 


On en conclut par l'intégration 


U—h(ie— 4x?) — 


où les termes correspondent à des forces déjà trouvées, sauf le pre- 


mier, qui peut s’écrire A(+7? — ta). Il correspond à deux forces pro- 
portionnelles à la distance, l’une dirigée vers l’origine, l’autre éma- 
nant de l'axe Oy. La première force étant choisie arbitrairement et 


étant, par exemple, attractive, la seconde doit être répulsive, et, pour 


une même distance, son intensité doit être les + de celle de la pre- 
miere. 

La méthode de Jacobi ramènera donc à des quadratures le mouve- 
ment d’un mobile sollicité simultanément par les forces suivantes : 

1° Une force constante parallèle à Oy; 2° une force perpendicu- 


Jaire à Oy et inversement proportionnelle au cube de la distance; 


3° une force dirigée vers l’origine en raison inverse du carré de la dis- 
tance; 4° une force Ay émanant de Ow; 5° une force —A,x émanant 


de Oy; 6° une force dirigée vers l’origine et ayant pour expression 
(th+ thy)r. 


SUR LES 


SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES 


A DÉTERMINANT (—1), 


Par M. G. WEILL, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE VESUUL. 


Si l’on passe d’un systeme d’axes de coordonnées rectangulaires à 
v to) 


un autre système d’axes rectangulaires quelconques, les anciennes 
coordonnées x, y, 5 


d’un point M sont liées aux nouvelles coordon- 


Fig. +. 
; x 
Eu 
| x 
0 


nées X, Y, Z (fig. 1) du même point par les formules suivantes 


| (1) B= Hot aX al’ Y+a'Z, 
ees?) Y=Y+BX + B'Y + 8°, 
ls 


Sea aga À Ce AY Z: 


Nous appellerons substitution orthogona'e complète celle qui permet 
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de passer des variables X, Y, Z aux variables æ, y, s. Nous dirons que 
la substitution est homogène lorsque les constantes æ, = Yo = 7) = 0: 
Nous désignerons par D le déterminant 


ct a! a" 


D—|8 & B"|—+1, 
Re 
et nous dirons qu’une substitution orthogonale est positive lorsque 
D — +1; négative lorsque D — — 1. Dans le premier cas, le trièdre 
des nouveaux axes O’XYZ a même disposition que l’ancien Oxyz. 
Dans le second cas, il a la disposition inverse. 

Mais une substitution linéaire est susceptible d’une autre inter- 
prétation : on peut considérer les axes comme fixes. Alors X, Y, Z 
étant les coordonnées d’un point M de l’espace, x, y, = sont les coor- 
données d’un autre point P. C’est à ce point de vue que nous nous 
placerons. Envisagée ainsi, une substitution orthogonale complète 
représente le déplacement le plus général d’une figure invariable, si 
D— +1. C’est le cas où D=—r que nous allons étudier. Nous 
appellerons znversion l'opération qui consiste à prendre le symétrique 
d'un point par rapport à un plan (on peut la considérer comme un 
cas particulier de la transformation par rayons vecteurs réciproques), 
et inversion centrale le passage d’une figure à sa symétrique par rap- 
port à un point : on peut considérer cette dernière comme remplaçant 
trois inversions successives par rapport à trois plans rectangulaires 
quelconques se croisant au centre. 

Cela posé, une substitution orthogonale négative peut être considérée 
comme représentant une inversion suivie d'un déplacement, ou un de- 
placement suivi d’inversion. 

En effet, changeons les signes des termes du deuxième membre 
de l'égalité (3), nous obtenons une substitution orthogonale posi- 
tive. Les égalités (1), (2) et (3) représentent donc un déplacement 
suivi d’une inversion par rapport au plan des æy. 

En changeant les signes des trois seconds membres, on a un dépla- 
cement suivi d’une inversion relative au centre O. 


La substitution (1) représente aussi une inversion par rapport à 


. 


, 7 = 


pm 
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l’un des plans coordonnés suivie d’un mouvement. Pour le démontrer, 
il suffit de changer de signe tous les termes variables d’une même 
colonne des équations (1); en faisant, par exemple, 


le point m’, de coordonnées +’, y’, z’, est le symétrique du point M de 
coordonnées X, Y, Z par rapport au plan des ay; le point m de coor- 
données x, y, z se déduit de m’ par un déplacement. 

On peut encore remarquer qu’un déplacement suivi d’une inversion 
par rapport a un certain plan P équivaut & une inversion par rapport 
a ce même plan P, suivie d’un déplacement hélicoïdal dont les élé- 
ments sont symétriques par rapport au plan P des éléments du pre- 
mier déplacement hélicoïdal. 

Dans cette représentation géométrique, le plan d'inversion est 
quelconque, car c’est l’un des plans coordonnés. 

Réciproquement, la transformation géométrique précédente a pour 
représentation analytique une substitution négative; pour s’en con- 
vaincre, il suffit de prendre le plan de symétrie pour l’un des plans 
coordonnés. 

Nous nous proposons de profiter de l’indétermination du plan de 
symétrie pour opérer, sur les substitutions négatives, une réduction 
analogue à celle du théorème de Chasles pour les substitutions posi- 
tives. Nous allons démontrer le théorème suivant : 


Toute inversion suivie de déplacement peut étre remplacée par une in- 
version suivie d’une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan de 
symétrie correspondant. 


Cet énoncé comporte un cas limite où l’axe de rotation s'éloigne à 
l'infini. Dans ce cas, la rotation est remplacée par une translation pa- 
rallèle au plan de symétrie. 

Nous donnerons plusieurs démonstrations de ce théorème. 

Dans la première, nous remplacerons l’inversion relative au plan P 
par une inversion centrale relative à un point O du plan P, suivie 
d’une rotation de 180° autour de la perpendiculaire élevée au plan P 
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par le point O. Cette rotation, suivie du déplacement donné, équivaut 
à un certain déplacement. Nous avons donc une inversion centrale O 
suivie ‘d’un déplacement, lequel se décompose en une translation £ 
suivie d’une rotation. L’inversion par rapport au centre O, suivie de la 
translation ¢, équivaut à une inversion par rapport au centre 0’, 


. . t . 
obtenue en imprimant au point O la translation =: La transformation 


est donc réduite à une inversion ‘centrale O’ suivie d’une rotation. 
Remplaçons l’inversion O’ par une inversion relative au plan & menée 
par 0’ perpendiculairement à l’axe de la rotation, suivie d’une rota- 
tion de 180° autour de la perpendiculaire élevée au point O’ sur le 
plan &. Cette rotation et celle qui la suit s’exécutant autour d’axes 
parallèles, leur succession équivaut à une rotation unique autour 
d’un axe parallèle aux deux premiers, et par conséquent perpendicu- 
laire au plan &. Le cas limite se présente lorsque la deuxième rota- 
tion est de 180°. Nous appellerons le plan & plan principal et l'axe de 
rotation correspondant axe central du système. 

Dans la deuxième démonstration, nous nous appuierons sur le théo- 
reme suivant : Une inversion relative à un plan P équivaut à une in- 
version relative à un plan P’, suivie d’une rotation autour de l’inter- 
section des deux plans d’un angle double de celui qui s'étend du 
plan P au plan P’, mais en sens contraire. Si P’ est parallèle à P, la 
rotation devient une translation double de la distance de P à P’, mais 
en sens inverse. Cela posé, considérons une inversion relative à un 
plan P, suivie d’un mouvement hélicoidal dont l’axe d a un point 
commun avec le plan P, et un seul; soient ¢ la translation et «la rota- 
tion dont la succession constitue le déplacement; soit À l’inclinaison 
de l’axe de rotation sur le plan P. Je dis que cette transformation 
équivaut à une inversion relative à un plan &, suivie d’une rotation 
autour d’un axe OB perpendiculaire à &. En effet, si le plan P est per- 
pendiculaire à l’axe du mouvement, il suffit de déplacer P parallèle- 
ment à lui-même d’une longueur égale à la moitié de la translation £, 
et la réduction est opérée. Supposons d oblique à P; décomposons la 
translation ¢ en deux autres, l’une 4’ normale au plan P, l’autre £’ per- 
pendiculaire à d. L’inversion suivie de la translation ¢’ équivaut à une 
inversion relative à un plan Q parallèle à P; la translation 2”, suivie 
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de la rotation « autour de d équivaut à une rotation « autour d’une 
droite OA parallèle à d. Nous avons donc ramené la transformation à 
une inversion suivie d’une rotation; cette première réduction revient 
à faire disparaître les constantes æ,, yo, z, des équations (I) et à ra- 
mener ainsi la substitution à être homogène. 

Pour réduire cette transformation, faisons tourner le plan Q d’un 
angle autour de la projection f de OA sur le plan Q, il prend la po- 
sition &. On peut remplacer l’inversion relative au plan Q par une 
inversion relative au plan o suivie d’une rotation (— 29) autour de /; 
cette rotation, suivie de la rotation «, équivaut à une rotation autour 
d’un axe OB. Disposons de + de facon que OB soit perpendiculaire 
à f; pour cela, d’après la règle de composition des rotations, il suffit 


de faire tourner le plan Af autour de OA de l’angle = et de prendre 


l'intersection de la nouvelle position de ce plan avec le plan normal 
à la droite f; Vangle dont il faut faire tourner le plan Af autour 


de f pour l’amener à coincider avec fB est alors E (- 2) = el 


Il faut donc faire tourner ON de l'angle 9 autour de f pour l’amener 

sur OB; mais le plan Q, perpendiculaire à ON, a tourné de l’angle 9 

autour de fpour venir en & : donc OB est perpendiculaire au plan &. 
CO FD: 


Conséquence. — St l’on considère une substitution homogène, elle a 
pour traduction géométrique une suite doublement infinie d'inversions 
suivies de rotations; st l’on projette chaque axe de rotation sur le plan 
d inversion correspondant, le lieu de cette projection est un plan, qui est 
le plan central du système. 

Calculons la rotation » autour de OB et l’angle © qui détermine la 
position du plan s. Coupons les divers plans et droites de la figure par 
une surface sphérique de rayon quelconque R ayant son centre au 
point O. Pour évaluer la rotation w, considérons la position finale de 
la droite /: elle est symétrique de la première par rapport au plan OAB, 


done l’angle des plans /B, AOB est =; dans le triangle sphérique 
rectangle ANB, ona 


10 . - © 
(1) sin — — sin À sin a 


A ME UE à 


28 


Cette formule montre que sin= est différent Fe ren nr x 


rent de 2kn, et À différent de #x, la transformation ne peut ser 


F PM 
à une inversion, il y a réellement rotation. Le même triangle e donne A: 
, 7 Mieuk 4 ce 


| | 4 rs 
a Pe 

(2) tang = cos tang + MS, ay ea 

Sige, Oa A Oo = l'axe OB est dans le plan Q, et réciproque- 7 


ment. ‘My . i 
On peut aussi calculer sing par la formule x 


* 

mn». 

A 

Dr A 

cos À sin — 7 
(3) sing = : 


> 


(a) 
Cos — 
2 


La Géométrie permet d’arriver directement aux formules précédentes; 
soient Cle point où f perce la sphère (fig. 2), et D la position finale 


Fig. 2. 


de C; évaluons de deux façons la moitié CM de la corde CD : 1° dans le | 
grand cercle décrit de B comme pôle; 2° dans le petit cercle décrit 
de A comme pôle; on obtient ainsi l'égalité 


OD 5 27 
Rsin==R sind sin —- \ 
if.) 
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L'égalité (3) n’est autre que l’analogie des sinus: on en déduit la for- 
mule (2). 


Nous obtenons une troisième démonstration du théorème général 
en combinant les principes des deux démonstrations précédentes. 
Ayant fait disparaître la translation, remplacons l’inversion relative 
au plan P par une inversion centrale relative au point O, suivie d’une 
rotation de deux angles droits autour de ON; cette rotation, suivie de 
la rotation « autour de OA, équivaut à une rotation unique autour d’un 
axe OB. D’autre part, l’inversion centrale O équivaut à une inversion 
relative au plan & mené par O perpendiculairement à OB, suivie d’une 
rotation de deux angles droits autour de OB. Le théorème se trouve 
ainsi démontré, et le triangle sphérique ABN (jig. 3), rectangle en N, 


Oo 


fournit pour © et w les valeurs précédentes; deux évaluations diffé- 
rentes de la corde ND fournissent l’analogie des sinus 


x : 6) 
Rosa sin > = R sing cos = 


On peut enfin donner une quatrieme démonstration, fondée sur le 
principe suivant, qui nous a été indiqué par M. Darboux : Deux inver- 
sions planes successives équivalent à une rotation autour de l’intersec- 
tion des deux plans, d’un angle double de celui quis’étend du premier 
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plan au deuxième; il résulte de 1a qu’on peut faire tourner d’un angle 
quelconque l’ensemble des deux plans d’inversion autour de l’axe de 
rotation. Soit donc une inversion relative à un plan P, suivie d’une 
rotation d’un angle « autour d’une droite OA. Remplacons cette rota- 
tion par une inversion relative au plan mené par OA perpendiculaire- 
ment au plan P, suivie d’une inversion relative au plan P’, obtenue en 


faisant tourner le précédent autour de OA de l’angle =. Les deux pre- 


mières inversions, relatives à deux plans rectangulaires passant par /, 
équivalent à une rotation de x autour de /; cette rotation équivaut à 
une suite de deux inversions relatives à deux plans rectangulaires 
passant par f. Plaçons ceux-ci de façon que l’un d’eux, &, soit perpen- 
diculaire à P’; la droite OB, intersection de l’autre avec P’, est per- 


Fig. 4. 


pendiculaire au plan &. On a donc finalement une inversion relative 


à ©, et une rotation autour de OB d’un angle double de «0 f (fig. 4). 
COS FAR 


Loi de distribution des axes de rotation. 


Considérons une substitution homogène, nous savons qu'elle se 
réduit à une rotation d’un angle « autour d’un axe passant par O, 
suivie d’une inversion par rapport à un plan mené par O perpendicu- 
lairement à cet axe; conservant les notations précédentes, je désigne 
par ? angle dont tourne le plan d’inversion, et par & la nouvelle rota- 
tion; je rappelle que, / étant l'intersection des deux plans d’inversion, 
le nouvel axe de rotation OA se trouve dans le plan mené par / nor- 
malement au nouveau plan d’inyersion, On a, entre les éléments des 
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deux correspondances, les relations suivantes : 
7 A : ae Oh 
sin— =sinA sin —; 
2 2 
œ 
tango = cos À tang =: 


On en déduit, en fonction de la constante w et de la variable , les 


; valeurs 1 et « par les formules (u == = — à) 


cota = tangp = sing cot = ) 


a G) 
COS — —COSY COS— « 
2 2 


On voit ainsi que l’angle d’un plan avec l’axe correspondant a un 
minimum, qui est atteint lorsque le plan passe par l’axe central. 


Deuxième cas. — Supposons maintenant l’axe du mouvement pa- 
ralléle au plan d’inversion ou situé dans ce plan. Soient b l'axe, et ¢ 
sa projection sur le plan d’inversion P (fig. 5). Faisons tourner le 


Fig. 5. 


plan P autour de c de l’angle =, il prend la position w; l’inversion 


donnée équivaut à une inversion relative à ow, suivie d’une rotation 
(— a) autour de c; celle-ci, suivie de la rotation « autour de 6, équi- 
vaut à une translation perpendiculaire à Ja droite b. Coupons par un 
4 plan Q perpendiculaire à 6; soient B, C les points où les droites 6, ¢ 


ay 
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percent ce plan, et désignons par P et w (fig.6) les traces sur le plan Q 
des plans de même nom. Il résulte de la règle de composition des 
rotations que la translation CD est parallèle au plan w; elle se com- 


Fig. 6. 


pose avec la translation donnée #, parallèle au plan &, puisqu'elle est 
parallèle à la droite 4; la translation résultante est done parallèle à o. 
C: OS FEE 


On peut considérer ce deuxieme cas comme limite du cas général 
lorsque l’axe du déplacement hélicoïdal tend à devenir parallèle au 
plan d’inversion; le point O s’éloigne alors à l'infini, la droite f de- 
vientc, les formules qui donnent  et¢ s’appliquent encore, la trans- 


. , . . a 
lation résultante a pour composantes rectangulaires ¢ et 2d sin —- 


Cherchons maintenant un caractère analytique qui distingue ce cas 
du cas général. On voit facilement qu’on peut modifier la décomposi- 
tion en inversion, rotation et translation, de façon que l’axe de rota- 
tion ait un point dans le plan d’inversion; dès lors, comme il lui est 


resté parallèle, il y est tout entier. Or, les formules (1) offrent une 
telle décomposition. Posons, en effet, 


| Dis 4 Xe ie Ne CLO 
(11) Hier oe 
giae yX+y'Y+y"Z, 
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les formules (1) deviennent 
LL). Ce 


D Tay 


Ce ce 


les formules (11) représentent une inversion suivie d’une rotation 
autour d’un axe situé dans le plan d’inversion. Cette suite de deux 
opérations équivaut à une inversion. Il suffit, pour le voir, de faire 
tourner le plan d’inversion autour de l’axe de rotation. Or inversion 
est une transformation réciproque ou involutive. Si donc on résout les 
équations (II) par rapport à X, Y, Z, les formules 


X=ax' +6 y'+y 2, 
(111) Yoo a'+ Bye le, 
Z == GH gh Bry" + y's! 


doivent avoir respectivement les mémes coefficients que les for- 
mules (II); par suite 


Car, 
y — ga 
y! = cue 


et le déterminant de la substitution doit étre symétrique. Nous dirons 
alors que la substitution est réciproque. Les trois égalités précédentes 
se réduisent d’ailleurs à une égalité distincte, la substitution étant 
orthogonale. Cette condition d'égalité exprime (sauf un cas particu- 
lier que nous allons examiner) que la transformation représente une 
inversion suivie d’une translation parallèle au plan d’inversion. Pour 
qu’elle représente une simple inversion, il faut et il suffit que, dans 
toute décomposition en inversion et translation, celle-ci soit perpen- 
diculaire au plan d’inversion; par suite, on a les deux égalités 


ty _ Yo _%, 
% I B y 


l'équation 
(a—1)a+By+ys=0 


représentant le plan d’inversion en direction. 
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Réciproquement, si l’on se demande ce que représente une substi- 
tution à déterminant symétrique, il suffit de se reporter aux formes 
géométriques réduites de la transtormation. Il faut que la transforma- 
tion soit réciproque : pour cela il faut que, dans le cas limite, elle 
soit une inversion; et, dans le cas général, que la rotation égale = 
Dans ce cas, la transformation n’est autre qu’une inversion centrale, 
et elle s'exprime par les formules suivantes : S 


B= Lo A > 
Y= Jo — Ÿ, 
SN Li: 


On voit que tous les éléments du déterminant de la substitution sont 
nuls, sauf ceux de la diagonale principale, et que chacun de ceux-ci 
égale — 1. On peut remarquer cette propriété de la transformation 


a T : 4 
OU = 7, quer — À eta— 7, quel que soit 9. Ce deuxième cas de 


déterminant symétrique est très particulier, et l’on en distingue im- 
médiatement le cas général. On peut remarquer que, dans ce dernier 
cas, la somme des éléments de la diagonale principale égale r. 

Signalons encore, parmi les conséquences algébriques du théorème, 
les suivantes : La transformation étudiée, répétée, équivaut à une ro- 
tation ou à une translation. Done toute substitution positive homo- 
gene est le carré d’une substitution négative. [| n’en est plus de même 
d'une substitution complète. Il faut que celle-ci représente une solu- 
tion ou une translation. Soit 


Le = Lot Ati+ by,+ C3, 
ee (in ; 
Yeo=JYo+aa,+ b'y, + c's, 


= Syt+a"a,+ b"y,+c"3, 


une substitution positive. Pour qu’elle représente une rotation, il 
faut que la translation soit perpendiculaire à l’axe de rotation, et par 
suite 

(a" + c) 3 + (b"+ c') y+ (0"— b'—a+1)5y=0. 


Dans ce cas, il existe ituti seati 1, répétée, equi 
AS, i existe ue substitution négative qui, repetee, équivaut 
à la substitution donnée. 
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De même que nous avons étudié la distribution des axes de rota- 
tion, on peut étudier celle des axes du mouvement hélicoïdal corres- 
pondant à des plans d’inversion quelconques. On obtient à ce sujet, 
en appliquant les règles de composition des rotations et des transla- 
tions, les théorèmes suivants : 

1° Lorsque le plan d’inversion tourne autour d’une droite du plan 
central, l’axe de rotation correspondant décrit un plan. Ce plan passe 
par l’axe central. 

2° Lorsque le plan d’inversion se transporte parallèlement à lui- 
même, l’axe du déplacement hélicoidal décrit un plan. 

Ces deux théorèmes s'appliquent à la fois au theme général et au 
cas limite; dans ce dernier cas, tous les axes forment un complexe 
singulier, le complexe de droites parallèles au plan central. 

On peut donner du théorème fondamental un énoncé qui comprend 
les deux cas; remarquons que des inversions quelconques en nombre 
pair équivalent à un déplacement; d’après cela, une suite d’inversions 
quelconques en nombre impair équivaut à trois inversions, deux des plans 
d inversion étant perpendiculaires au troisième. 

De même le théorème de Chasles : « Tout déplacement peut être 
produit par un mouvement hélicoïdal », prend la forme suivante : 
« Une suite quelconque d’inversions en nombre pair équivaut à quatre 
inversions, deux des plans d’inversion étant perpendiculaires aux 
deux autres ». 

Si, dans ces systemes de trois ou quatre inversions, deux plans se 
confondent, on n’a plus qu’une inversion dans le premier cas, deux 
dans le second cas. 
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L'ÉVALUATION 
DES INTÉGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


AU MOYEN 


DE LA TRANSFORMATION DU SECOND DEGRÉ, 


Par M. J.-C. KLUYVER. 


A côté des méthodes usuelles d'évaluation fondées sur le dévelop- 
pement en séries, 1l en existe une autre moins élégante mais plus 
élémentaire, simple et utile application de la transformation du se- 
cond degré. 

Dans une foule de cas, cités et exposés dans les Traités, une sem- 
blable transformation donne lieu à des calculs remarquablement ra- 
pides. Toutefois, les procédés et les formules sont toujours adaptés 
aux notations anciennes de Legendre et de Jacobi, de sorte qu’il y a 
quelque intérêt à étudier les changements qu'il faut y porter quand 
on fait usage des notations de M. Weierstrass. C’est ce qu’on se pro- 
pose dans les pages qui suivent. 

Nous considérons donc la fonction p(u; w, w’; €,, e,, €;), aux pé- 
riodes 2m, 2’, aux racines e,, €, é;, l'inversion de l’intégrale 


12 dp =f dp 
VUE SS = , 
V4(p —&)(p—e)(p — es) V4p>— 2p — 83 


pu pu 


ensuite les fonctions Cu et ou qui remplacent les anciennes E(w) et 
II(u, a). Quand ces fonctions sont introduites dans le calcul numé- 
rique, il est tout d’abord indispensable qu’on sache trouver les pé- 
riodes 2m, 20’ et les quantités Cw = n, Cw’ =7', les racines étant 
données. En second lieu, il faut savoir calculer l’argument &, connais- 
sant pu, et, inversement, savoir trouver pu, Cu, eu, quand on se 
donne l’argument. 
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On va reconnaitre que la transformation offre tous les moyens, et 
l'on s’y attend, pour effectuer ces calculs d’une manière facile et 
sûre, et avec une approximation voulue. Avant tout, il convient de 
appeler succinetement en quoi consiste la transformation du second 
degré (*). Or on sait qu’elle exige la solution du problème suivant : 
Si l’on considère une fonction elliptique F, on se propose de construire 
une fonction nouvelle F’ qui a une période de commun avec F, tandis 
que l’autre est le double de la seconde période de F. Nous allons donc 
envisager ce probleme pour la fonction p(w; , w';e,,e,,e,), dans 
la supposition qu’on veut multiplier par 2 la période 2’. Les don- 
nées du probleme seront les racines e,, e,, e, ainsi que et w'; les 
inconnues seront les racines e’, e,, e, de la fonction nouvelle 
Dink Ueno Oa Cp lus ee) 

Soit OABC (fig. 1) le parallélogramme des périodes primitives de 
pu, aux côtés OA = 2, OC = 20’; si l’on joint les milieux D et E 


de OA et de BC, le parallélogramme ODEC aura évidemment pour 
côtés les périodes primitives w et 2! de la fonction p,,,2u. En même 
temps py)2u sera doublement périodique dans le parallélogramme 
OABC, qui renferme les deux pôles doubles O(u= 0) et D(u=); 
d’après un théorème connu p4,24 peut done être exprimé ration- 
nellement par pu et sa dérivée p'u. Or la fonction p,)2u étant paire 
et n'ayant que des pôles doubles, il est clair qu’on pourra poser 


Pa 2u=Apu+Bp(u+o)+C. 


(*) Tannery et Moik, Éléments de la théorie des fonctions elliptiques, p. 209. 
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Les coelficients A et B se déterminent en attribuant à w successive- 
ment les valeurs o et w, ce qui donne A=B=+4. Les trois demi- 
périodes de p,,, seront les quantités 6, © + 20’, 20’; en posant 


a A Î 
POSE, Pa(@t+20')=e,  pm2o'—e,, 


les substitutions successives u = ©, © + w’, w’ donnent 
2 2 


é, = 4% + 44/(e;— e,)(€:— es) + C; 


e, =te,—1V(e,— e.)(e,—e,)+C, 


/ 
e, — 463 +te.+ C. 


me, 


En tenant compte de e, + e, + e, =0, on trouve C = —<{e,, et le pro- 
blème est entièrement résolu. 
Dans la suite, nous écrirons, pour abréger, 


Ve a, Ve —e,= Bo; VE — Ca = Vos 
ee =e, Née, — 
et les formules de transformation s’écrivent 


hpao2u=zpu+p(u+o)— es, 
ee he, =e + 271, a= §(Bo— Yo), 

| he, = €;— 275 Bi Yods 
sas 2, i= VB. 


\ he 


A ces formules, qui seront d’un usage continuel, on pourrait en- 
core ajouter la relation suivante, facile a vérifier, 


pu = pal + paru + 20") — e. 


Remarquons qu’on ne saurait se prononcer sur les signes des radi- 
eaux qui figurent dans ces équations, ni sur leur réalité; pour cela, il 
faudrait connaître à fond la nature des quantités e,, e,, e,, w, w'. 

Dans la suite, il est nécessaire de ne pas perdre de vue la division 
des fonctions elliptiques en deux classes, selon le signe du discrimi- 
nant. Par leurs propriétés, les fonctions a discriminant positif se rap- 
prochent plus que les autres des fonctions anciennes; c’est un motif 
pour les considérer en premier lieu. 
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Discriminants positifs. 


Les racines e,, és, €, rangées par ordre de grandeur, sont réelles, 
la demi-période w est réelle et positive, l’autre w' est purement 1ma- 


i LA La 2 
ginaire, = est positif, le parallélogramme des périodes est un rec- 
s U 


tangle. On a 
! Vie 
po 4, p(w + w’)=—es, PO — 63. 


La fonction transformée p,,, est de la même classe, €, e,, e, sont 
réels et en ordre décroissant. Les formules (1) ont lieu sans change- 
ment aucun, tous les radicaux «, B, y sont réels et doivent être pris 
positivement. 

La fonction pu peut dégénérer en fonction circulaire ou bien expo- 
nentielle. La première circonstance a lieu quand e, tend vers e,. Dans 
le cas limite où e, et e, coincident, on a 


Bo= Yoo ae — 0; 


I Dé — €: 
C= ape ra bc to 
0 0 


pue,+ 6? cot?(uBy)- 


. T x - : es 
Il en suit © = 3B. quant à w’, cette demi-période s’est accrue en 
0 


dehors de toute limite. Comme l’on sait, l’application répétée de la 
transformation permet de ramener l’étude de la fonction pu à celle 
de sa dégénération (*) circulaire. En effet, par l’application des for- 
mules (1), on remplace en quelque sorte la fonction pw par la fone- 
tion pau, dont la période imaginaire est deux fois plus grande; à son 
tour pu subit la transformation et est remplacé par pau à la pé- 
riode 8’, et ainsi de suite. Il suffit généralement d’un petit nombre 
de transformations successives pour arriver à une fonction px, dont 
la période 2+'w' est d’une si grande valeur absolue par rapport à 
celle de la période réelle, restée égale à 2w, que cette fonction pu 
peut être identifiée avec sa dégénération circulaire, qu’on appellera 


(") Nous prenons le terme dégénération au sens concret de fonction dégénerée. 
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pour abréger, la cotangentielle de pu. De cette manière on peut, dans 
le calcul numérique, substituer à pu une série de fonctions circu- 
laires. TT 1 | 

Semblablement, on pourrait faire usage de la dégénération expo- 
nentielle qu’on obtient en faisant tendre e, verse,. Quand les deux 
racines vont coincider, on aura 


Bt: V0, 


1 Vrana+ By 
OP — ’ 

2 60 Area ns 

aE) 


eo — e— By 


pu est Bi( 


Maintenant c’est la période 2 qui est infinie, tandis qu’on a 
oy! T 
F3 
qui expriment la relation entre p(u; ©, w’) et p4,(u; 20, w'), il est 
clair qu'on pourrait substituer successivement à pu des fonctions 
dont les périodes réelles iraient toujours en croissant, de sorte que, 
finalement, pu serait exprimé par des fonctions p,,, ne différant plus 
sensiblement des exponentielles. 

I] n’y a pas, d’ailleurs, une différence essentielle entre les deux 
modes de dégénération; on reconnaît, à l’aide de l’homogénéité 


- Si l’on emploie des formules de transformation analogues 


1 
. le — . pe 
P( 43 y @'5 €; Cas 3) = 6(43 es OU; — €3, — @a, — a). 


que la dégénération exponentielle de — pu est identique à la dégé- 
nération circulaire de pu. Si l’on se demande à quelle dégénération 
on arrive apres le plus petit nombre de transformations, il est évident 


li 
. G) 
que c’est la cotangentielle dans le cas e, —e, >e,—e,, w <=, l'ex- 
If 
. . G) 
ponentielle dans le cas contraire e, -- e, Ce, —e,, © > —. 


/ 


~ Calcul des demi-peériodes. = Supposons d’abord © plus petit que sat 


I, 
# a [A] * . 
ou tout au plus égal à —; la fonction py,u et mieux encore pis)” mon- 


trera déjà une ressemblance plus ou moins marquée avec la cotan- 
Ann. de l’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XI.— Février 1894. 6 
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+ 
gentielle, et, Pr on ate pren d 
blance pour l'identité. 

Cela revient à admettre qu’on a 


4pay2u=putp(uto)—a= ue 
ou bien 
2 GY 
16 Pi) ju=pu+p(u+ 2) + pluto) -+p(a+ 


Sn? 47x? 2TU : ‘ 12 
Sree Buchs | 1° 
NE 6) 6) 


Développons dans ces deux équations les deux membres, suivant le 


x LE puissances ascendantes de u, c’est-à-dire substituons a 
Er : =e Fa. ; 4 34 
| - PEE SR ee | i <: 
G) E 

p(u+?)= p= +p'iu+t p'= u?+..., © ae 


 ., ; Hors. pour +..., F 


Pee ne 


2 
TU (A) UTC EE 
ot ER ae a ee: Bey Gee + , 
Tu DC) 
t 27 U + G) t 270 ‘ 
@) Dye ay MeN 3 


On trouvera, en égalant les coefficients des termes en wv? dans la pre- 
miere équation, 


(2) (=) =- 382+ 45e}; 
dans la seconde, 


; x \* aN, D 
4 (2 (=) =— F6 ga + #6 et + 4 ei Boye. 


Le degré d’approximation de ces formules suffit déjà dans un grand 
nombre de cas. Prenons, par exemple, les intégrales 


° __dp _ dp 


? UP amt 


“pu Vap—i pu Vip? — bop — 88 


PES 
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pour lesquelles on a 


Do Lae Sef OA oe à 
DR 1,854075, o= ii = 0,6071627. 
Les formules donnent 
2 == SO 
Fe aie 4 @® = 0,6071627. 
Ga © =1,894075 ' 


Il va de soi que ces formules ne sont plus applicables quand on a 


I 
G) : DISC : 
w > +, mais évidemment le simple changement de w, e,, e,, e, en 


a)! 


: ai 
> — 3, —é, — e, Suffit pour en faire usage pour le calcul de an 


Toutefois les résultats ainsi obtenus sont toujours un peu incer- 
tains. Par l’emploi de l’algorithme, indiqué par Gauss, il est aisé 
d’obtenir autant d’approximation qu’on pourra le désirer. D’après cette 
méthode, on calcule successivement pour toutes les fonctions transfor- 
mées Pu), Per Per «++» les racines e,, e,, e, ou plutôt leurs différences. 
Les formules (1) indiquent le chemin à suivre. Elles montrent qu’on 
aura 

Bi=+(B0+ Yo), Wey Oo yes 
Bo=3 (Pit 1), Ya = VB: y 


C’est en prenant continuellement la moyenne arithmétique §, et la 
moyenne géométrique Y;, qu’on parvient à connaitre les racines des 
fonctions transformées. Si l’on procède ainsi, la différence 6, — y; 
diminuant de plus en plus, bientôt ne sera plus sensible, et 8, — y, 
pourra être négligé. 

Cela comporte qu’on admette a, =o et qu'on identifie p,u avec la 
cotangentielle. Alors les quantités B, et y, ont acquis une valeur 
limite qu’on appelle la moyenne arithmetico-géométrique de B, et Yo, 


et l’on aura 
TE TT 


2 Les 2Yn 


(== 


De cette manière, l’approximation peut être poussée aussi loin qu'on 
le désire. 


EE ae 


er. > 
+ 3 * Le 7 ie 
Gh OUI Za OIL 2/0 a 2 40 HOTEL 


8 wo cl 1 
Pareillement, on parvient à calculer = pourvu q on vs ns 


dere 
lites EL 


maintenant la fonction pi “ a Wy — 63 Cay a). Les qua 


a, 8, y doivent être remplacées par 


lnounob 2oluuriol aid : 
C=Ve,— 4; B—Ve —e;, ‘ _AzVe—e, ; ‘ 
\ tA, 1 [FU { 
2 “NUL TOU) = 0) | 5 es $3 
et les relations (1) par — ETOP ES, 1 = ow (eps 

sao bosup sos: | Brs=q (Ao Bo) 2 A VAo Bo, 01 ioe ob ev Ut 3 
HE Ay ies PL ay B= CA: B,) ay anidare VA, By palrive % alii Les <= uw K = 
@ 0.0.0 0.16 6): 4) 940. S08 2 Ag sie 6 2e ie OY ee er È ; Ne 
ib fusles at 100g once ost ao too He 5 - CE … | 
si l’on arrive 4 la cotangentielle après n transformations successives, = 


Treaty put ET 


_ "este io 
c'est-à à-dire s si la différence B.-A. est négligeable, ¢ on ‘doit adme tre 
LL 44 | htt , ultirocPles | re? 1159 : 4 SP 
(fo et il s'ensuit pe cat) ‘ ; = 


as 2510 ot1e0b ob rio mel |) GO gg LOTS b'iusius anaido f° 
: 7 : is es MEP D FOURS: : ; 


2B, CUT > A4 Jausoue sine ao borin 


| 
olan enondorol eo) 293 ER 
“Évidemment ia recherche des. quantités Lye By, on n'est autre ‘chose 
que le calcul des quantités Pas Boas Y ees indice négatif. Sans peine, 
on établit les relations 


Inutile de Aya que UE se cas @ me =) c ‘est le calcul de w, et 
9 aQ Spb aiben rend t 


7. dans le cas contraire, @ ie ra) ir: ‘est celui ae Oy qui va ie plus vite. 


Ordinairement, même dans le cas le moins favorable © — a il suffit 


de faire trois transformations successives. C’est ce que montrent les 
exemples suivants : ; dah 


uolesr om caulk yp (2 dpils À 
ee ais snsenceerndV SIP 8° RAS Shiai 
pats ite Yo= 0,7071068, By = 2,632148, y= 2,542460, 
6,=0,8535534, y,—= 0,8408963, 6, = 2,587304, y,= 2,586916, 
Br—0,8472249, y2=0,8472014, Br 2,587110 = ya, 


B3=> 0,8472132 = Vs 


T : 
Om 55, = 1,854074, = 5 => PER 
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Calcul de la quantité q —e °'. — En général, on a besoin de con- 
naitre en même temps les deux périodes, et c’est une circonstance 
facheuse qu’à cet effet il faudrait calculer deux systèmes de quantités 
auxiliaires, à savoir les quantités B, y et aussi les A, B. Legendre a 
montré qu'il est possible d'éviter ce double calcul, et qu’il suffit de 
connaitre w et les quantités 8, y pour en déduire la valeur de w’. En 
effet, Legendre a établi une relation entre le module & et la quantité 

y o'T 
q=e ®'. Nous allons conformer ses formules aux notations actuelles. 

: oy! : , : : . 2 

Soit © “> Supposons que Bn — YA Soit négligeable ainsi que «;, 


la fonction p,,u s’identifie avec la cotangentielle, et nous aurons 
(x) 5 
(nm) 2 af UT | (n—1) 
hem + hy; cot = = Pins) U + Par) (u + ©) — ef), 


La fonction p,,_,,u a la demi-période imaginaire Q= 2”7'w'; substi- 
I 


Q 
tuons w= >> en tenant compte de 


ee 2 
RES Ad ess 9 Ya 


et de 
Q/ Q! 
P(n-1) a + Pin—1) (= + 0) —=,9 elr=1), 
on trouve 
cot ( #27) Le B?_, + y? EE Pr. 
G) 2h Yn—1 


1 
«7 @ , , ele . , . 
La quantité — étant réelle et positive, on conclut toujours en négli- 


geant «, [non pas «,, quantité égale à 5(B42, — Yn], 
We qu 4 
e iW — gt [12 ; 
Bn 


A vrai dire, cette relation ne subsiste que dans la supposition que 


a” est négligeable; on obtient donc, puisque lim a, = 0, une expres- 
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sion de g absolument exacte, en faisant infini le nombre x des transfor- 
mations successives. Transformons dans ce but l’expression de g, à 
l’aide des équations suivantes, faciles à vérifier, 


an I (45): On (2) I 
es es , Ce — > i 50-27 
4 n 4 4 4 Ba Ge Dhs ae B; ; 


et il viendra 


at ne Ge a 
Bi 3 Bi - » PF : 


Maintenant, faisons 7 s’accroitre indéfiniment, il en résulte la for- 
mule dont il s’agissait 


(4) i 8 5 


où g est exprimé par un produit infini. 
! 
C’est par cette équation que la valeur de — s'obtient pourvu qu'on 
connaisse celles de w et des quantités 6, y. L'erreur à craindre dépen- 


dra, pour la plus grande part, de celle commise dans la détermination 
de 8, — Y,. Ordinairement, il suffit de prendre 


eae yo! 
i eS ee Se 


at et 
636; 
AMEL 
Naturellement, dans le cas w > ri il -y a avantage à chercher, en 


premier lieu, les quantités A, B et la demi-période w’, et à calculer, 
après, la demi-période w, au moyen de la relation analogue 


OT 
(5) a ie By — Ao 1 
: q aa se 8 La 1 . 
B? B° B° 
Les quantités 8, y exprimées par q. — La formule que nous venons 


d'établir se prête à éclaircir la véritable nature des quantités 6, y et 
de mettre au jour leurs rapports avec les demi-périodes. Considérons 
une fonction pu qui dégénère après cinq transformations successives. 


4 


TA PA UN TOME VE NE 


SA EL LT 


RAIN 


SAAT agi 


ANRT, 


pd Dh LL TT TTS Te A 


=1+29"', 


i SI-+-2qg*-+29", 


= =1+29?+2¢'+29", 


ie 2 
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On aura, en remplaçant 8, — y, par la quantité égale 2(B, — B;), 


Bo— B= 49 Bi BE Bt Be. 


“et Ee, ae 

Si l'on observe que, pour les fonctions intermédiaires py,), Pio) Diss 
Pu» la quantité analogue à g est devenue g?, g", 9°, g'*, on aura de 
même 


Bi Bato" Bi 6 6, 
B2 0.19" Bi 33, 

Bs Gy = 4.9" Bs, 

Br Be 49" Bi: 


Dans ces équations, on peut regarder B,, B,, B,, B,, 8, comme les 
inconnues, dont les valeurs exprimées en 8, et g se déterminent faci- 
lement, si l’on observe qu'il faut négliger toutes les puissances de q 
dont l’exposant surpasse 31, puisqu’on a 


Bs — = TT 0 ; 
on trouve 


pare 6 = 
= =i1—29"*, es =o, 


V3 2 Bs 


jee 8 1/2 = 2 18 
— — 78 mem Se DY _ — g**, 
I+298, VE q> à Bs Gara 


rE 
Ys 2 

ve =1—29?+29'—29', VE =q?+ Gag 
Ys a 6: 

Yo 


=1—29g'+29q', VE =q +q + q% 
5 


nl! 


+g? 


Lu 


Ys 


Des expressions des quantités-$, on déduit immédiatement les ex- 
pressions ci-jointes des quantités «, y. 

Il suffit de substituer B= 5 dans les trois dernieres équations 
pour reconnaitre les DURE SE des séries de Jacobi. Le change- 
ment de w, g, Bo, Yo. % en = q’, Bo, Ao, Go donne encore trois équa- 


a —1-+2g +2g'+29°-+29", — —i—2g +2g'—29°+2°q", 1y/# =" +gt+ q' Pag? reg 
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tions analogues. C’est à l'aide de ces six équations 


2.6) 14 4 a 25 #9 apt) 
Vera alg + g + gt + gi + 9° 
ES = * 9 re 25 
Va ir 2g) 29 H2g? 43g HAG. 
“= Ve, —  =1— 2g +a2g' —2q +2q'* —2q*, 
(7) a 
LO races Fae AP Sy 
re ee 2(q%+ 6 Bt me As ot ee , 


= 
Ve Vei—e—1+27 +29" + 29% agi 4 2g, 


2! s rt 

pe Vea est 2g! ag ag” hag’ ages, 

qu’on parvient à calculer les racines, quand on se donne les deux 
périodes. Il va de soi que le nombre des termes dans ces équations 
s’augmente quand le nombre 7 des transformations nécessaires pour 
arriver à la cotangentielle devient plus grand. 


Calcul de u, connaissant pu. — Quand on connait la valeur de pu, + 
l'argument n’est pas encore complètement déterminé. Pour éviter 
toute ambiguité, il suffit de supposer, comme nous le ferons dans la 
suite, que le point uw, représentant wu sur le plan complexe, se trouve 
toujours sur le contour ou bien à l’intérieur du/rectangle qui a pour 
sommets les points 0, ©, w”, w’. 

Prenons d'abord pu réel et plus grand que e,, l’argument wz sera 
réel, positif et moindre que w; pour le trouver, nous n’avons qu’à 
changer légèrement les formules usuelles de la substitution de 
Landen. La formule (1) 


Apa2u=pu+p(u+o)—e 
peut étre écrite de la maniere suivante : 


ne side 
A(paj2u— el) Pu — 4 — yi)? 
pu—e, 


le wehbe 


—— 
as 

x OP ST . Sea 

3 . 7 L EVALUATION DES INTEGRALES ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 49 
= Posons 

= ~ coto, = an eh coto, = Vpoau—e 

4 71 2 

Er il viendra 

= (8) LS colai= Footage 

74 2 


convient de prendre pu —e, positivement; alors 9, pourra être 
—_ pris entre o et =. 
On conclut de la relation 


3 | do, __2y1 Sin’ 

‘2 do Y2 sin?2q) : 

À que 9, et 9, varient dans le même sens. Si l’on faisait varier l’argu- 
a ment wu de zéro vers ©, 20, 3, ..., les angles ©, et 9, s’accroitraient 
a = a . in TT 

E aussi et prendraient simultanément les valeurs o, 0; D TT, 25... 


Quelle que soit donc la valeur de 9,, par la relation (8), l'angle 9, se 
a trouve parfaitement déterminé. 
; Quant aux fonctions intermédiaires, nous posons 


8u—e' 
“4 ; == cote, vit € = cot®:, Re 
3 % 


ce qui entraine les relations 


cot go, — ys cot20:, 
3 


À (9) 


à l’aide desquelles les angles 9,, 93, ... peuvent être trouvés facile- 
e ment, les relations entre +, et 9,, 9: et 93, ... étant tout à fait ana- 
4 logues à celle entre 9, et 9. 

: Supposons qu’on néglige «, et que p,u ne diffère plus de la cotan- 
À gentielle, on aura 


= uh 
= 2 RL 
De Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — FEVRIER 1894. 7 
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ou bien, puisqu'on a cot?, = ei COL2 9,19 Yn = Yneis 
n 
pe Pn-1 

(10) Le y 


On le voit, ce calcul ne diffère presque en rien de celui qui sert à 
évaluer l'intégrale 


? 4 
v= f AT, 
>» Vi—#sin?® 


l'amplitude + étant connue. Remarquons qu’on peut calculer en sens 
inverse et trouver la valeur de pu pour un argument réel donné. 

Passons au calcul de l’argument imaginaire #; la valeur donnée de 
pu est alors réelle et moindre que e,. Si l’on veut éviter l'emploi des 
quantités auxiliaires A, B et se servir seulement des quantités 8, y, 
il suffit de poser 


HT ae 2° Vei— he 
rot Vee Tes yes PR = cote, = aS 
71 71 y2 


ce qui revient à changer partout dans les formules (9) coto en 
= cot?. Par ce changement, les relations entre deux angles consé- 
cutifs deviennent 

| tango, — 2 sin ago, 


(11) 
tango — = Sin29,, 
Y2 


et, au lieu de (10), nous aurons 


o I Tt 
(12) P= gry log cot(7 — qu). 


Ll on Yn 


On remarquera que, 9, étant pris entre o et *, tous les angles 9, en 
LS 


i = A 7 a | A 2 T 
vertu des équations (11), seront également moindres que => de sorte 


22 Lu = 
qu'il n’y a pas d’erreur possible dans leur détermination. 
Nous avons désigné par ¢ un argument purement imaginaire entre 


LS A ms A HN Ch de SN LS GS Ee ee IE 


L + 


RS PRES UT 


MAS 


A 


\ Da ha ROMANE « 


NL 
1 


D webb bal 


\ 


V 


ROME 
ey 


Woes 


LS ad 1 a 
re” 


J 


"4 


x 


twat wh hei RU 
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o et w’, il est nécessaire de restreindre davantage le champ de cet 
argument. En effet, en prenant par exemple pe = e,, les formules pré- 
cédentes ne pourraient servir à caleuler ¢ qui devrait se trouver égal 


s we q seat o)! 
ao’. Cela serait incompatible avec la supposition selon laquelle 2 — 


est infiniment grand par rapport à w. Aussi trouve-t-on pour pe =e, 


n — À 
DA II); 


ae 
Dn—1 = 4° 


comme cela doit étre. Pour des arguments ¢ très voisins de w’, le der- 


. HORS ‘ : Te 
nier angle auxiliaire 9,_, se rapproche encore tres sensiblement de 4 


et l’usage de la formule (12) n’est pas commode. Comme nous allons 
le voir, l'emploi de cette formule n’offre plus de difficultés et l’on ob- 


10 
B # xe 6. . 
tient un résultat méritant de la confiance, quand on a ¢ = = il suffit 
donc pour remédier aux inconvénients indiqués de ne considérer que 


i 
. . . G) ’ 
des arguments imaginaires entre o et —- Le calcul d'un argument » 


. Orr gee. , ; cn . 
qui surpasse — doit être remplacé par la détermination de w'— ¢, ce 


qui n’exige que la connaissance de la valeur de p(w'—+), facile à 
déduire de celle de pe. Il reste à se convaincre de ce que la formule 


5 6) 6 : a ‘ 
subsiste pour y= —- Faisons actuellement cette substitution; en né- 


cot G —o ) == Xn—1 cot? G =o ) eee a 
4 T1 (VB se VE) 4 n—1 Bn ; 


d’ot il suit 
are 


a7 I 10 T 
ae = wy, og cot % D nil 


ce qui justifie l’assertion que nous venons d’énoncer. 

En faisant maintenant l’argument suivre le contour du rectangle 
aux sommets o, w, w”, w’, il prend des valeurs complexes de Ja forme 
u + w ou ¢ +, les valeurs de p(u + w’) et de p(v + w) étant tou- 
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jours réelles. Ces cas sont immédiatement réduits aux cas déjà consi- 
dérés, quand on diminue l'argument d’une demi-période. 

Le cas où le point représentant l'argument est situé à l’intérieur du 
rectangle des demi-périodes est un peu plus compliqué. L’argument 
est complexe de la forme & + ¢, où nous prenons u réel et positif. Pre- 


! 
. G) . . 
nons soin auparavant que » ne surpasse pas >> ce qui, toujours en 


admettant pour ; des valeurs négatives, est facile à réaliser par l’addi- 
tion ou la soustraction convenable d’une demi-période. 

La valeur donnée de p(u ++) est complexe; il est donc tout indiqué, 
eu égard aux cas précédents, de poser 
Vp(u+v)—e 


4 


Danse ees 4 
VE (1) ( ) 1 = cotg,e*&, 


—= cote, e~?% 
"1 Li 72 


es T 
Dans la première équation, on peut prendre 9,< =; 0, est égale- 
: T : ? =f 
ment moindre que = et a le signe de ~- Les angles ¢,, 0, seront liés 
à Dos 9) par 
cot?% e A0 x v1 
2 COLD e—i% ya. 


COLD, e-#8, — 


ce qui entraine les deux égalités 


(13) 72 COL COS D = COS 0, COL2 Y, Z cotg, sind, = sind > 
1 


1 SIN 2% 


d’où il suit, en outre, 


(14) COLD, = cot6, cos 29. 


La dernière équation détermine 0, comme un angle positif ou négatif 
. T L 
en valeur absolue moindre que 5: De l’une ou de l'autre des premières 


équations, il résulte une valeur de 9, parfaitement déterminée si l’on 
se rend compte seulement que, ¢ tendant vers zéro ainsi que 0, et 0,, 
les angles 9, et 9, tendent à devenir les angles auxiliaires d’un argu- 
ment réel. 

Le passage aux fonctions intermédiaires Py), Pa, +. se fait de la 


#0. ë 
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même manière. En posant 


VPoëtu+v)—e 
Ys 

Veo 8(u+9)— er 
Ys oA 


= cot 9, e-*4,, 


nous aurons 


ve cot. COS — cos, cot20:, cot®,— cot 6, cos2 9, 


Y2 


(15) Ys 
; — COt; COS9;= CoS 4, cot20», cot0, = cot; Cos2 92, 


/ \ 


Admettons que la fonction p,,) dégénère, il s’ensuivra 
2-1 (ut +e)y, = arc COL(COLDp_, en), 


La séparation en quantités réelles et imaginaires donne enfin 


I 
u= —— arc tang(tang29},_, cosd,_;), 
27 Vn 


(16) 
° I a Pee SUG SIN, 
Po ee BIN 20: Sin 0, à 


Il faut prendre ici la valeur réelle du logarithme; quant à l’are de la 
première égalité, il faut choisir cette valeur qui tend vers 29,_, quand 
0,-, s évanouit. 

Comme dans les applications, les arguments réels et imaginaires 
interviennent ordinairement en méme temps, le calcul que nous 
venons d’exposer n’est pas sans quelque utilité; d’ailleurs, comme on 
le verra, les angles ©, 0 se présentent dans le calcul des fonctions s. 

Pour avoir un exemple de calcul numérique, considérons de nou- 
veau la fonction p(u, , w’, 4,0, — +), l’inversion de l’intégrale 


ee 


RO 
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: ae 
prenons pu = 3;, py=— 3Let par la p(u+v)=— Fe. On aura 
Calcul de u. 


V3 = COL Do, Po — 25.53.46,3, 


i = 52. 0. 0,8, 
Pa — 104. 0. 0,9. 
Do 
= = 01241010 
(10) u hs 


Calcul de +. 


V4 = coton @) == 22.48.15,2, 
? 9, = 35.45. 5, 
= 43.28.53,5, 


e 1 Tt 
-~=—— log het = 35623. 
(12) ; By, log cot ( 2) 0,53962 
Calcul de u ++. 
V— it =e EE Po TOUS 
yY 7 _2 —cotge—», = 32.10.51,4, CASE ENS PPS 
if Of BIT ta 0,0, OS 99. Tose, 
93—=133.39.33,9, 6,—— 88.34.23,5, 
= Sy, arc tang(tang292.c0s4,) = 0,535622, 
(16) : à 
9 LR sina, sing, = 0, 535622. 
u 1673 1 — sin 29, Sin 0 
La fonction Cu. — Les intégrales de la seconde espèce de Jacobi 


sont remplacées par la fonction Cu, qu’on pourrait définir par les 
égalités 

dtu : I 

ar lls lim (fu — +) =o. 


u=0 


Pour pouvoir s’en servir dans le calcul numérique, il nous faut d’a- 
bord connaître les quantités Cw = y, Cw’ = 1’, liées par 


it 
(2) ON —0Nn = SR 
2 


ee oy! sm 
si lon prend — positivement. 
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Dans ce but, intégrons la formule fondamentale 


‘ Apay2u=pu+t p(u+o)— 4; 
il viendra 


(18) . —2%a2u——êu—Et(u +o)—eu+cC. 
Faisant tendre w vers zéro, on trouve C = », de sorte que nous aurons 


204)2u=Cu+C(u+wo)—n+ eu, 
ce qui donne pour u = = apres une légere réduction 
(19) ann + 
A cause de ne égalité et des égalités analogues 


, @ 
2N(2) = Nay + €1 me 


” (a) 
Seay ay ea 


le calcul de y se réduit à la détermination de 7), quantité analogue 
appartenant a la cotangentielle. On trouve, en effet, 


= 2 
n—$oe— 2” (Niny— Fwy”) — w (ai + 2af+ Wait... + 2" as). 


Quant à 7), puisqu’on a 


Pin) & — ey + Bi col® (u Bn); 
Cm) 4 = 182u+ 6, cot(uBn), 
on obtient 
ne Nero = fat". 


Il en résulte 


nN . ex 9 
— =tey— (a+ Deis Stag ae 2" Crepe 
a ; 


Toutefois, l’usage de cette formule exigerait les connaissances des 
quantités «; il est préférable de n’employer que les quantités 6, y, que 
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le calcul de w a déjà fait connaître. Quelques simples réductions suf- 
fisent pour obtenir 


n—1 


(20) Se ne —(e;+ yit 273+ 47h +2 Yn-2)- 


! 
A . G) . > . o 
Méme dans le cas le moins favorable w = =) il suffit ordinairement 


de prendre n = 3, ce qui donne la formule très simple 


=— &— yi+ 28}. 


e\s 


La quantité y une fois connue, la relation (17) donne immédiate- 
ment la valeur de 7’. Si l’on avait © > =) il serait préférable de faire 


intervenir les quantités auxiliaires A, B et la demi-période w’, pour 
calculer d’abord y’, et d’en déduire ensuite la valeur de n. 
Maintenant, nous sommes en état d'évaluer la fonction Cz pour un 
argument donné, qu’on suppose réel ou bien imaginaire. A cause du 
théorème d’addition, il n’y a pas d’intérét à supposer l'argument com- 
plexe. 
Reprenons les équations (18) et (19) 
262u—=Eu+E(u+o)—n+eu, 


G) 
SC ee Make Se 


On en déduit 
(21) (COS ET COR 
[A] [A] & 


ce que nous écrivons 


Nue 24 nu 
(eau — 1-2") = (ru 2e) — F,. 


Pour les fonctions (.), Cs), -.., Cm, on établit des équations sem- 
blables. En les additionnant, il vient 


nu Nine LL 
re LE TNA HE n (2) ZR 
Gu * a (n) 2 anal (Fo+ Fi +..-+ Fy). 


# wae ‘ 7 

Le B 
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' à Lt ER OR , 
Prenons d’abord l'argument réel, identifions Pin avec la cotangentielle, 
on aura, en faisant usage des angles auxiliaires o,, Dis. +, On (qu’on 
doit supposer connus, puisque, dans les applications, l'argument wu 
est toujours donné par la valeur de pu) 


Meee we 


(22) Cin) 2” u 
0) 


== He cot On) 


et par là 


au tee 
Le rete COLO, + (Fo + Fy +... + Fn), 


Dans cette formule, on ne connait pas encore les quantités # : on les 
trouve de la manière suivante. De la formule fondamentale (1), on 
déduit 
5 Pig ee DU ee ut Ys 
Pay2u—e, pu—e  pu—e— 7} 

ou bien 

= 29, COS2 9. 
Pareillement, on aura 

f,—=2$, COS 24, 

$—25$; cos20, 


et le calcul des quantités $ se trouve réduit à l'évaluation de la quan- 
tité de ¥,, pour laquelle on trouve immédiatement 


oF en Yr . 


n= = 
Sin 20e 


On peut encore simplifier légèrement l'expression trouvée pour Cu, de 
sorte que, finalement, le calcul de cette fonction se fait par les équa- 


tions suivantes : 


u ñ 
| Eu — y, cotpr rt (Fo+ Pi... + Fa), 
G) 


Fp = 2% coS20, 


(23) FS 28-008 2 Ps 
LICE SANS : 
1 A SEP ER 
Fn = sin 2On—4 
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L'emploi de ces formules est assez commode, parce que le nombre 
des termes ne dépassera jamais 3. Cependant, en se servant de ces 
formules, on n’apercoit pas de terme principal. Dans ce but, il con- 
vient de transformer encore l’expression trouvée. Nous ne reprodui- 
sons pas les calculs par lesquels on y parvient, et nous nous bornons 
à établir ici le résultat. On trouve 


Case = 71 COLD) + (Bi — 71) SiN 2 Go 
+ (f2— 72) Sin2 9; (1+ 2 COS2 9) 
+ (B3— 7s) Sin 292 (1+ 2 COS20, + 4 COS29; COS2 9) 
+ (Bi — ys) SiN 23 (1 + 2 COS202+ 4 COS2 92 COS2G, 
+ 8 COS 2.02 COS 2 9, COS 2%) 


La formation des termes successifs est évidente; on reconnait y, cot, 
comme le terme principal. L'usage de cette formule se recommande 
surtout lorsqu'on à 273. 

Il est inutile de répéter en entier ces raisonnements pour le cas 


! 
. . . . ne À . a) 

d’un argument imaginaire ¢, qui doit être compris entre o et —- On 
x qT . 

n'a qu'à changer partout dans les formules cote en = cotg, pour intro- 


duire les angles auxiliaires d’un argument imaginaire. 
De cette manière, la formule (24) devient, en prenant 2 = 3, 
ne ; 


: : .. 2 
— = —ly,COtO, + — itang20,+ — y2)1tang2 IH ——— |). 
+ JiCOto+(Bi—y:1) $2 o+(B2— y2) 8 a +) 


(25) Év— 

Il est bon d'observer que l'erreur à craindre en employant cette for- 
mule dépend, pour une grande part, de celle commise en calculant 
les différences B, — y, et B, — y.. En effet, il se peut que les angles 


As \ T . 
29, et 29, ne diffèrent que très peu de 3 alors les deux derniers 


termes influencent très sensiblement le résultat. 
Pour avoir un exemple de calcul numérique, reprenons la fonction 
. Ves 1 
pu; o, w'; 5, 0, — +) et les arguments u et ¢ pour lesquels les angles 


auxiliaires sont déjà calculés. 
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Calcul de xn. 
Ca 2 Om! 8540749, 
Vi = 0, 7071068, 
63= 0,7177900, 


(20) ~ =—e—yi+ 6 0,228/4732, 


n —0,4236067, 


NG) — 


1a 


Calcul de Gu. 
u — 0,939023, 
pus? Oy == 25°.53'46",.3, 
Oy == 2°. G-0",.8, 
Bi— yi= 0,0126571, 
Ba — y2— 0,0000235, 
(23) Cu— _ = 71 COLG) + (Bi — ya) Sin 296 + (Br — ye) SIN29, (1 + coS2P}, 
Cu=1, 864423. 


Calcul de Cv. 


Vv 


= — O, 535623, 
Ces. Gye 2240010) 5.2, 
Pi == 85°45! 5", 
re 6 : : 9) 
(25) Ce— ee ty,cotg,+(8i—71) itang290-+(G1—z:)itang2 (1+ a) 
Cy =— i <1, 864424. 
La fonction su. — On pourrait définir la fonction su par les éga- 
lités 
fee iy i. 
du uw=0 u 


L'emploi de cette fonction n’introduit pas de nouvelles constantes 
dans le calcul. En effet, on sait que sw, ow”, ow’ s'expriment par les 
racines e,, &, 3, les périodes et les quantités n et 7’. En commençant 
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par l'évaluation de &u quand le point west situé sur le contour du 
rectangle oww’w, nous remarquons d’abord que les théorèmes con- 
ete . ry A L 
nus sur l'addition d’une demi-période permettent de ne s'occuper que 
des deux cas où l’argument est réel ou bien purement imaginaire. 
Supposons premièrement « réel, l'intégration des deux membres de 

l'équation (21) donne 

I Na) au : nu? : = 

- | logs? — 0 | = {log u — — )+ilog(pu— 4) +G. 
(26) à (login 5 ) (log = ) + log (p 1) 
En faisant tendre w vers zéro, on trouve pour la constante C la valeur 
log 2. Après l'avoir introduite en même temps que l’angle auxiliaire ©, 
l'équation devient 

I 2 Nay 2? u?\ AT nu? Pate n Ÿ? 
CRE (es — ed = (logs u — a) + 1log(27, coto,)?. 
Les transformations successives donnent lieu à z équations semblables 
à l’aide desquelles on obtient 


L 3 . 28 7,2 
2 ue nt n DU 
login") | logs? su — meee) 
° 4) Pia a ’ 


I n on—1 on —2? à 
TPE log(2y,cotpo)”"(2y2 COtD,)?” "(2yscotp2})*" *...(2y, COLD, -1)?. 


Nous supposons que la fonction o,)u dégénère, il est donc facile 
d'exprimer le premier terme du second membre par les fonctions cir- 
culaires. En effet, de la formule (22) il résulte immédiatement 

Nemietin we sin?o, 
10892, 2"u — —~-—__. = log ——""; 
O “(n) a) co) y? ) 
par conséquent, en tenant compte de ce qu’on peut changer 9, en 
2%n_,, NOUS aurons 


9 . 9 
9 Vus I sin eg gC 
\logst — ; log ( Pan ) 


a) De 7 n 


(28) 


I 1 on—2 
= on—i log(27coto,)? (272 Coto:)? (2-1 C0t Pn—2)*, 


formule d’un usage tres commode. 
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Inutile de dire qu'il faut prendre toujours la valeur réelle des loga- 
rithmes, et que ou étant positif pour u < w, on peut remplacer logo?u 
par 2logo'u. À 

Examinons les changements à faire dans cette formule lorsque 
l'argument donné est imaginaire. 

Maintenant o42"e est purement imaginaire, — 5,246 est réel et 
positif. L’équation (27) s'écrit 


+ 


I . Ton 22ve 2 n 
5 ont sae) — MA] = Frog 226) = ET + slog(an cotes), 
où ®, est l'angle auxiliaire d’un argument imaginaire. 
De même, on trouve pour la fonction dégénérée o, 2"¢ 


Nin <2” OF tang?20,,_ 
(n 102 g On i 


* 2 
log (— 92, 2"9) — 5 
G) Yn 


de sorte qu’on trouve finalement : 


2 2 
log (— o?) — a = wi log ( PNB | 


oe 2Yn COL»: 


Le ; I gn—-1 gn—2 9 
| anes log (27, cotp,)" ‘(272 cotg,)?”~.. (2Yn—1 COtPn-2)?. 


Ii faut prendre la valeur réelle des logarithmes. 

Pour la fonction ou, il n’existe pas un véritable théorème d’addi- 
tion comme les fonctions puet Cu en possèdent; il est donc nécessaire 
qu’on sache évaluer o(u+¢), l'argument étant complexe. Effective- 
ment, ce cas se présente assez fréquemment dans les applications. 
Dans la supposition w réel, » imaginaire, les quantités o(u + ¢) et 
o(u — ») sont des complexes conjugués. Or, comme on a 


d(u+v)o(u—+v) Ke 


y— pu 
O72 u O79 P ey 


le module de s(u + ¢) est donné par l’équation 


[ou +e) [= Gry d'u(pu—pr); 


: o(u+P) 
. ve à 
on peut donc se contenter d'évaluer log Tes, 


62 J.-C. KLUYVER. 
Dans ce but, nous remplaçons u dans l’équation (26) une fois par 
u-+¢ et apres par uw — ¢; on en déduit 


BS agp Oy) 2(U +0) Na1)-2?.4 ue 
2 den 2(u— +) a) 


erty CUT ed aes ve] Vp(u+v)—e 
=| 2106 (a= 6) rae ea ere 


en prenant pour chacune des fonctions logarithmiques cette branche 
particulière qui s’annule quand ¢ s’évanouit. 

Ici interviennent les angles auxiliaires 9, 0 de l’argument complexe 
que nous avons introduits dans le calcul en posant 


Vp(u+v)—e 
Pa 


= cote, el, 


A leur aide l’équation précédente s’écrit 


Fil O74, 2(u+e .22.A uv o(u+e Anue ; 
Ay fy ( eos = a log 2 ets 206. 
Z O(4)2(u — v) a) g(u—#) 6) 


Sans peine, on établit les équations analogues pour les fonctions o,), 
Dig)» «++» Sm), Qui fournissent l'égalité 


) 2 » 
Clue). Anue 4 E rts US P) _ N(m-2 =) 


2108 = — 
°g(u—+v) @) a Sin) 2"(u — 0): @) 


+ = (22-10, 910,2 +0, h 
Dans la supposition que &,2"(u + ¢) est une fonction dégénérée, on 
trouve facilement pour le premier terme du second membre l’ex- 
pression 
I , sin[2"(u+ °) yn] 
ai  sin[a*(u—e)yn] 


Les arguments u et » s’expriment par les angles auxiliaires 9, 0. En 
effet, nous avons trouvé 


I 
UE aac tang (tang29,_, cos®,_,), 
(16) n 


es. I : 1+sin29,_,sin0,_: 
ries . . bs 
D re Es Sin 203-1810 0,4 


DE 7 
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Il s’ensuit après quelques réductions — 


I sin[2”(uw+e)yn] __ 
SU = 6), ] 7” Le 


sarctang(cos2p,_;tang6,_;); 


conséquemment nous aurons 


S(u+e) Anuy 2 
aa = = hae arc tang (COS 29,_, tang 0, _:) 


a 


ne ae ag, oP Ge, TES ). 

ii 
Remarquons que nous avons supposé oC u<w,o<mv< = que la 
fonction logarithmique s’annule en même temps que », et que, ¢ ten- 
dant vers zéro, tous les angles 0,, 0,, ..., 0,_,, aussi bien que la fonc- 
tion arc tang(cos29,_, tang9,_,), s évanouissent. Lorsque l’argument 
réel u s’annule, tous les angles 0,,0,, ..., 9,., ainsi que la fonction 


eft ee: 
arc tang(cos29,_, tang9,_,) tendent vers 57 et on trouve (o<e ier ) 


2106 oer p) 


=e) 


Pour avoir un exemple de calcul numérique, la fonction 


OUT. 


pu; On a! 5 OD 0, +) 


va encore nous servir. Prenons l'argument uv + ¢ pour lequel les angles 
auxiliaires sont déjà calculés. A cause de » = iu, w'— tw, nous de- 


E vons trouver 2 108 a *) in. Actuellement nous avons : 
a Pal ae 

à 1 alcul de 2 SD a 

4 ee i= = 27, eGo 39.1051, 4, RE ES ee 
a een. 125 00,0, Ca 92, 2.45556, 
2 | = 133.39.33,9,  6——88.34.23,5, 
hun 


—15°r'20",2, arctang(cos29, tang @,) = 61°57/59",9, 


== 0,939022, 


= - 


ie | SoA A i+ - © are tang(cos2 gs ang.) 


(30) Su —+v) GWE a) 


as : + i(4n+28, + §,) =1 X 180°0'0",8. 
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Application. — Pour montrer l'emploi qu'on peut faire de nos for- 
mules dans les applications, envisageons le problème suivant : Cal- 
culer la distance géodésique s de deux points A et B, situés de part 
et d'autre à égale distance de l’équateur sur une ellipsoide de révolu- 
tion d’un faible aplatissement. Le rayon de l’équateur est pris pour 
unité, la distance du centre au pôle sera désignée par vi — x, la lati- 
tude réduite de A est égale à A, la différence de longitude des points A 
et B est vb. 

Soit cosh le rayon du parallèle auquel la ligne géodésique AB est 
tangente, les fonctions elliptiques s’introduisent au moyen des for- 
mules (') 


—pr=l, é; —pu=1— xcos?A, Yo = — ASHI Sx, 
Ex — PP =x, e3— pu=xsin?), al Ex Ci ASIA, 


— pr —=xcos" À, e;—pu—x(cos h— cos’ À), Bi=e,—e,=1—xcosth. 


UE constant v est imaginaire; l'argument u, affixe du point A, 
est entre w” et w’; l’argument, affixe du point B, dont la latitude ré- 
duite est — À, ki représenté par 2” — uw. Il faut résoudre le pro- 
blème à l’aide des deux équations suivantes, déduites des équations 
d’Halphen, 

= REED at (au 20) 
GE (20! — 2U)e,+ C(2w"— u) — Cu. 


Dans ces équations, nous introduisons deux arguments nouveaux, l’un 
x =u — w’ réel et moindre que w, l’autre y = w’ — ¢ pee ima- 


! 


ginaire et moindre que —. 


En désignant par « |’ Pau de la ligne géodésique au point A, dé- 
terminé par 


5 Cc 
SIN 
co 


ces arguments x et y seront donnés par les relations 


; (1— x cos?h 
—py=tang*h, px2—e= Nr lang? À, 
COS* @ 


(1) Hatrnen, Traité des fonctions elliptiques, t. Il, p. 286. 


re 
Je ’ 
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L'introduction de x et y donne 

(31) = REED ayn vale 0) (ty +! eRe) pt), 
EF) 2 PY — es 

D! x 


(32) SW ey a 20e © 
PT — @3 


Dans la première équation, la fonction logarithmique s’annule pour 


y == 0, les points A et B étant alors sur le méme méridien. 


Tl s’agit maintenant d’introduire dans (31) les angles auxiliaires 
des arguments x, yet æ + y. Posons 


(33) VE =cotg’, Mas PY =cotg', Vp(w awe mr COL, Pas, 
1 1 


A cause de la petitesse de x, nous pouvons provisoirement négliger x?, 
ce qui entraîne $,— y,. L’équation (31) devient, après quelques ré- 
ductions, 


CR p — 228s ( eno SR AES à 
Y = arctang(cos2 9, tang &) + % 7: pi Colgo— — PY —& 


En négligeant toujours les termes en x?, on vérifie facilement les rela- 
tions suivantes : 


9)—arc cot | (r++ 2 sin?) |, (4 coto,— = ET) = COs, 


2 = 
4, = arctang exe (1—4x cost) | COL? gy) = ter Ge 


d’où il suit, après quelques réductions, 
6, + arc tang(cos29, tang 0,) = 2 arc tang(tang@ sind), 


re y ! 
= @ cot) — = ea =x cosh X arc cot( cosa cosa) 
Yi 2S Py CS 

et, par conséquent, 


Y= 2 arc tang(tang a sind) — x cosh x arc cot(cosa cots). 


Considérons maintenant sur la sphère deux points A’ et B’ de latitude, 
À et — A ayant une différence de longitude Y’, choisie de manière que 


le grand cercle AB est tangent à un parallèle de rayon cosh. L’azimut 
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de ce cerele au point A’ sera «. Désignons par s’ la longueur de l'arc 
A'B’, et nous aurons 
y=v'—$s'xcosh. 

Cette équation (‘) va nous servir à déterminer les premières approxi- 
mations de A. Prenons un triangle sphérique P’A’B’ aux côtés 
PA . — À, P'B— - + À avec l’angle compris A’P’B’= Ÿ. 

On calcule le troisième côté s, et la hauteur A, qui sont évidem- 
ment des approximations premières de s’ et de k. De légalité 


b=d+ts.xcosho, 


on déduit la première approximation Ÿ’, et le triangle sphérique aux 


côtés = — À et = + À maintenant avec l’angle compris A’P’B’= 4, 
2 2 


2 


nous fournit par la valeur 2, de sa hauteur la seconde approximation 
de À. | 

Pour trouver des valeurs de 2 encore plus exactes, reprenons (31) 
et introduisons-y de nouveau les angles auxiliaires (33) 9’, 9’ et 9, 0, 
en retenant maintenant les termes en x, x?, x* et en négligeant les 
termes en x‘, c’est-à-dire en supposant 8, = yp. 

On obtient ainsi 


Y= sarc tang(cos2q, tang4,) + 10, + 0, 


— A | 7, cote — (Bi— nn) tangags — À Pr |. 


(34) | 
2tpy— € 


On calcule les angles auxiliaires à l’aide des relations 


tang À SRE PRET SE I — 2 
cote? = —2—/1— x costh, coto, = vi— xcos*h Sone 
71 COS a ; yi cosh 
tanga 


ine anna 


I 
cot? ¢,= — [tang?A + (1— x) sin?« tang 0, — 
HV LS 8% “sind 


Cela se fait, ainsi que le calcul des quantités 8, +, à l’aide de la va- 


NE EN ee ae 


(1) Cette formule se trouve chez Halphen, II, p. 298, (33). Incompatible avec elle est 
la formule (44) : $= ¥'—{ s'keosh, établie p. 302. 


» DR 
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a 


leur 2,, après quoi l’équation (34) nous donne une certaine valeur UR 
de Ÿ. La correction première de A se déduit de la différence v—w,, 
quantité du même ordre que x”, en posant 
0 1 
db, =— tsin?h, cos a cota, 
ce qui est exact, 4 des quantités pres du méme ordre que x. 
La valeur 2, ainsi obtenue sera exacte à des quantités près du même 
ordre que x*; en répétant ce calcul, on trouve enfin la valeur 2,, et 
l'erreur commise sera comparable à x‘. C’est en employant cette va- 


leur de À qu’on calcule ensuite la distance géodésique s au moyen de 


l'équation (32), qui s’écrit, apres l’introduction des angles auxi- 
liaires (33), 
FA 


Css mare Bi — ay, coto,—2(6,— y) sin29,— —“-——> 
2 


Discriminants négatifs. 


En considérant les fonctions elliptiques à discriminant négatif, nous 
examinerons d'abord la manière suivant laquelle il faut maintenant 
effectuer la transformation. 

Le parallélogramme des périodes primitives de pu n'est plus un 
rectangle, c’est maintenant un losange OABC (fig. 2), dont la diago- 
nale OB coïncide avec l’axe des quantités réelles. 


Fig. 2. 
D 
Fe 
te 
| Sane 
i) ES 
| ec 
20341 
H 20 
' B 
0 
2, 
A 


Avec une modification inévitable de la notation, on a 


OA 2001; OB = 2 695 OC = 203; 


Poi— 41, P2— €») PO; = 63. 
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La racine e, est réelle ainsi que la période 2w,, les deux autres ra- 
cines e, et e, sont, comme les périodes correspondantes, des complexes 
conjugués. Il y a, en outre, une période purement imaginaire 


20, — OD = 20;— 201, 


pw, étant égal à e,, mais OB et OD ne peuvent pas être cane 
comme une paire de périodes primitives. 

Avant d’effectuer une transformation du second degré, des trois 
quantités 26,, 20,, 20,, il nous faut en choisir une, qui sera une 
des périodes de la fonction transformée p,,u. 

Si l’on choisit 26,, ou bien 2w,, le parallélogramme des périodes de 
Puu ne serait ni un rectangle, ni un losange, par conséquent les nou- 
velles racines e’, e!, e,, toutes les trois seraient complexes. C'est ce 
qu'on doit éviter dans te calculs pratiques : il faut donc transformer 
pu de manière que 2w,, et en même temps 2), devienne une des 
périodes de la fonction pu. 

Au lieu du losange, prenons OBEC ( fig. 3) pour parallélogramme 


des périodes de la fonction p(u; w,, 33 e,, es, e,), et considérons la 
fonction pu; 2, 253 e,,e,, e,) dont le parallélogramme des pé- 
riodes est OBFG, aux côtés OB = 26,, OG = 4w,. 

En suivant les raisonnements antérieurs, on reconnait OKHC comme 
le parallélogramme des périodes de la fonction p,,,24, et l’on trouve, 
en tenant compte des deux pôles doubles que cette fonction possède à 
l'intérieur de OBEC, 


(3a) 4pu)2u= put p(u+ w2) — eg. 


Evidemment, il est loisible de regarder le rectangle OBGD, au lieu 


a 
oe 
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de OBFG, comme le parallélogramme des périodes de la fonction trans- 
formée. Autrement dit, la multiplication par 2 de la période 2w, n’a 
pas eu d’autre effet que de changer pu à discriminant négatif en une 
fonction pu à discriminant positif, qui a pour périodes primitives 
les quantités 2, et 20, et qu’on peut par conséquent désigner par 


= INTER ! a 
Pa) (43 2, Wo 5 C4, Ca, en). 


Pour déterminer les racines e!, e,, e!, liées aux périodes par les 
; À 2 3 
relations 
1 ! ! t t 
6, = P11) ®a> Ex = Pi1) (Wet We), €3 = Pla) Das 


Go +o, wf 
2 5} 
2 2 


5 à 4 6) 
on attribue à wu dans (35) successivement les valeurs oe 
et l’on trouve 


4e, = e; + 2\/(€,— €) (esvés); 
(36) { he, —— 263, 


he; —=e— 2 V(e;— é1) (€: — és), 


ou bien, en posant 
4S (Pp) =4p* — 82P — 8 


hat ST 3e3+ 2 Vf'(e), 
(37) . 467 4Vf'(es), 
AU 3e, + 2Vf'(e2). 


On passe maintenant de p,,, aux fonctions transformées suivantes 
Per» Pa ++. Pw qui seront toutes à discriminant positif comme 
nous l’avons exposé dans la première partie de ce Mémoire; c’est seu- 
lement le passage de pu à pu qui nécessite dans nos formules les 


quelques changements que nous allons sommairement indiquer. 


Calcul des périodes 2™, et 2w,. — D’après les formules (37), on fait 
l'évaluation des quantités «,, B,, y,, apres quoi, si l’on a «,<y,, on 
calcule 8, la moyenne arithmético-géométrique de 8, et y,. La demi- 


PA e. LA DA AY Tw 
_ période réelle se trouve égale à cae 


c : , W's à 
Si l’on a, au contraire, «, >y,, et par consequent w, > 7 nous 
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désignons les quantités «,, B,, y, par A,, B,, C,, et nous cherchons la 
moyenne arithmético-géométrique B, de A, et B,. 


C’est alors la demi-période imaginaire qui est donnée par l'égalité 


Wee er 
Lee 
ik ee 
En désignant ensuite par ¢,,) et g,,, les quantités e ‘* ete :,0n 
aura 
= Pins : 
Girt HOTTE 
(38) P36; EEE 
' B, — Ay I 
Gig 8 coer Ge 
B; B; B; 
Calcul de u connaissant pu. — Supposons d’abord u réel moindr 
J 
que w,, il convient maintenant de poser 
u — Duo2u—e! a) fu — €! 
vpu 2 — cot®, Vpn 1 — cot, Vp à = Coto, : 
Tape ?2 y1 
et l’on aura 
39) coto, — cota cote. = cote ch et, 
(39) P1 ya Pos $a Ys Pi» , l any, 

Pour P argument imaginaire #, que nous supposerons tout au plus 
égal à ot, afin que, après la première transformation, l’argument-2¢ 
soit moindre que Bs, nous aurons de méme 
ack Sat Steins Ve Pay 20 _ Vei— Pa 4e Vei — Pra) 4 

== COLD, LT PA ÉQU = cot, 3 = COt da, ; 

tango, — 1 sin 2 Pos 
Bi 
(4o) tang o,= Msin2g,, 


scope rue 8 4 6's ee 8 ek 6 


ee T 
ne F7, log cou(? — ons). 


aa 


vol B . 
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Enfin, dans le cas de l'argument complexe u + CE 2) on pose 
vp Cu 3 GRR gee COLD, ee, 
1 


DEC) Te, ; 
Ve 2( ÿ ) + = coto, e~%,, 
2 2 


VP.) 4(u+e)—e; 
Y3 


= cote, e~*, 


et l’on trouve 


LE coto: cos0, — cos % cot20, à COL, COS 0, == COS 0, Cot29,, 
1 2 


cot#, = cos cos 2), cot 9,—= cot cos2v:, 
(41) I 


i= ary arc tang (tang2,_, COS9,-1), 


n 


go. I I+ SiN29»-1 SINOn-1 
PR tty, I— sin29,~, Sin 6,4 ; 


On le voit, pour avoir ces formules, il faut seulement changer e, et 
y, ene, et 8, dans les formules que nous avons déduites pour le cas 
ER du discriminant positif. 

Remarquons que le champ de l’argument imaginaire ¢ s’est encore 
7 / t f 
an : ee ; ’ MD c PG) 30) 
De restreint : de zéro il ne s’étend qu’à ae Si l’on avait fee i gered 
3 il faudrait introduire au lieu de + l’argument complexe ¢ — w,; dans le 


30, ener oer te 
a cas a <v<,, on introduirait w, — ¢. 


La fonction Cu. — Les constantes à évaluer seront maintenant 


À RE Cade Ne, CD, —= Ny» 


4 entre lesquelles il y a la relation 


- ! 


se 22. . 
À Oy Ng— Dao = UT. 


On trouve bientôt qu’il suffit de remplacer e, et y, par e, et 6, dans 
la formule (20). Jam 
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Il viendra 
(42) >: —on182, —(e+B?+2yi+4yi +... + 2" 977-2): 


Dans la formule (23), pour le calcul de Cw dans le cas d’argument 
réel, il n’y a aucun changement. On a toujours 


Nou 
Cu— 2A = Yn COtQnr + (Fo+ Hr ++ + Ina)» 


= 28, COS2%, 


(43) = 2F, sina, 
= E te 
Sin29,_1 


La formule (24), qui sert également à évaluer Cu, se modifie et 
s'écrit maintenant 


Eu — ne = By Cot do — (Bi— y1) SIN 2g, 
+ (B2— 72) SiN 2 9, (I+ 2C0S82 9p) 
(44) + (Bs— ys) Sin2p,(1+ 2082 9,+ 4C0S 29, COS 29) 
+ (B,— 74) SiN2 93 (1+ 200$ 292+ 460829260829, 
+ 8C0S 29, COS2 9, COS2 Qo) 


On remarque que, dans le premier terme de (24), y, est remplacé 
par B,, et que le second terme a changé de signe. 


Ul 


. . . G) e 
Pour l’argument imaginaire 1 “), on trouve, en prenant rn=3 


p 
a em =— iB, cotg, 


(45) 4 


— (Bin) ftanga gy + (B.— 72) tanga gi (1+ à ): 
COS 2% 


La fonction cu. — L'argument wu étant réel dans la formule (28), 
on n’a qu'à changer y, en 8,. Il vient 


Pair SinPh-1\? I ae 
= log (ee) — sani log (2B, cot)" (ay.cotg,)"*... (27n—1COt@n—a)%s 
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i 


A 5 6 : 6) 2 
également pour l’argument imaginaire ¢ < a on aura, au lieu de (29), 


x. 
log(— 9? p) — 7 


(47) 
oa i tang29,-,\? 1: ni n—2 
x , | rc og (neo) ont log (2 B,cotg,)? (2 7¥2C0t9,)? +05 (2Y¥n-1 COLD, ae 
a . Dans la formule (30), il n’y a rien à modifier : on aura toujours 
4 Meg EM fun, 
g o(u + #) Ga 
D à i 
; = arctang(cos29,-;tang6, 1) + nes (27-16, + 2" 6,+...+6,-1). 
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SUR LA 


FONCTION £{s) DE RIEMANN 


FONCTIONS ANALOGUES, 


Par M. E. CAHEN. 


INTRODUCTION. 


L'origine de ce travail est dans le célèbre Mémoire de Riemann, 
Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse. 

Dans ce Mémoire, Riemann considère la fonction uniforme cis): 
qui, pour les valeurs de s dont la partie réelle est plus grande que 1, 


Ts, 5 AO I 
est représentée par la série ù — 
. iv 
(ay | 
Il démontre la formule 


t(i—s)= a cos (“= 2) 1(s)<(s). 
A ce propos, on doit remarquer que cette formule, ou plutôt une 


équivalente, avait déja été donnée par Schlémilch (Zeitschrift fur 
Mathematik und Physik, 1858); et une du même genre, portant sur la 


fonction 
FE Cent 
Ab Den 


déjà en 1849, par le même auteur (Zeuschrift für Mathematik und 
Phystk). 
Même Euler, en 1761 (Comptes rendus de l’ Acadénue de Saint-Peters- 


7 >> ') a a oe 
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bourg : Remarque sur un beau rapport entre les séries des puissances, tant 
directes que réciproques) avait donné cette relation, sans d’ailleurs en 
donner une démonstration, ni même préciser les valeurs des sommes 
qu'il considère. 
51 le 4 re Aan C 

Ces deux séries C(s) et y(s) sont des séries de la forme ee 7 es 
séries sont remarquables par leurs propriétés arithmétiques : identité 
d’Euler 


Mémoire de Riemann déja cité; travaux de Lejeune-Dirichlet sur la 

progression arithmétique, et sur les formes quadratiques binaires. 
Pour les séries employées par Lejeune-Dirichlet dans cette dernière 

question, on doit encore remarquer une formule de M. Hurwitz dont 


les précédentes sont des cas particuliers | Einige Eingeschafien der 
Dirichlet’ schen Functionen DO (Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, t. XXVIL: 1882). 
Ces séries y= sont dans un étroit rapport avec des séries de la 
n : 
forme Dre et ces deux formes de séries sont des cas particuliers 


de la forme Diese, les À, croissant indéfiniment avec nv. Sur ces 


dernières, il y a une petite Note de M. Kronecker (Monatsberichte 
de l’Académie de Berlin, 1880). 


Ce sont ces séries Dares! que nous étudions dans le Chapitre I 


de ce travail. Nous démontrons l'existence d’une droite de conver- 
gence, dont nous déterminons l’abscisse au moyen des coefficients 
de la série, généralisant ainsi un certain nombre de résultats connus 


pour les séries D'a,e-"". 

Étudiant ensuite la fonction représentée par la série, nous cher- 
chons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonc- 
tion f(s) soit développable en série de la forme aero: Nous 
énonçons un théorème relatif à la multiplication de ces séries. Enfin 


PCT PV 7 … Vie 
a 
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nous appliquons ces résultats aux séries de la forme y= et nous 
donnons quelques applications arithmétiques immédiates de ces 
séries. 

Dans le Chapitre II, nous rappelons les résultats obtenus par Rie- 
mann relativement à la fonction C(s). Nous y ajoutons quelques appli- 
cations arithmétiques dont deux ont déjà été données par nous dans 
les Comptes rendus de l’Académie des Sciences du 16 janvier et du 
6 mars 1893. 

Étant conduit à étudier la fonction y(s) dont il a été parlé plus 
haut, nous montrons qu’on peut en faire une théorie complètement 
analogue à celle de C(s). 

Enfin, dans le Chapitre II, nous abordons une nouvelle généralisa- 
tion. C(s) et y(s) ne sont que des cas particuliers de séries D: - dans 
lesquelles les coefficients «, se reproduisent périodiquement de p 
en p. 

Apres les préliminaires indispensables, nous nous bornons au cas 
de p premier. Il y a p—1 séries indépendantes de la forme indi- 
quée. Or nous montrons qu’on peut choisir justement p —1 séries 


\ 


jouissant d’une relation fonctionnelle analogue à celles de C(s) et 


(5) 
a (2) étant le carac- 


ie 


4(s). En particulier, on obtient les séries » 


tere quadratique de x par rapport à p. 

Étudiant les zéros de ces fonctions, nous sommes amené à des 
fonctions holomorphes analogues à celle qui se rapporte à C(s) et que 
Riemann appelle €(¢). Nous employons pour cela une méthode géné- 
rale qui, d’une relation fonctionnelle relative à une série de la forme 


DE permet d’en déduire une relative à une série de la forme 
nm 


> eee, 


Nous terminons ce dernier Chapitre par quelques applications de 
cette méthode générale a d’autres fonctions. 


Cette relation relative à la série Sia, e~"”, jointe à la relation 


> Cy EEE 009) ae > CCE 


~~ 
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permet d’en trouver une infinité d’autres. D'ailleurs ces fonctions sont 
de celles qu’on rencontre dans la Théorie des fonctions modulaires. 


CHAPITRE I. 


1. Nous-ferons d’abord quelques remarques relatives aux séries de 
la forme Das dans lesquelles les «, sont des constantes quel- 


conques, les À, des constantes réelles, positives et croissant indéfini- 
ment, de sorte que À, <<... CA,<... et que À, tende vers + 20; 
enfin s est une variable. Cette forme de séries a une assez grande géné- 
ralité. 

Si l’on suppose que les A, soient les nombres entiers consécutifs, 
la série devient Ry neces, c'est-à-dire une série ordonnée suivant les 


puissances de e”*. 
Si l’on suppose que les A, soient les logarithmes des nombres entiers 


-consécutifs, la série devient DE les séries de cette forme sont 
remarquables par leurs applications arithmétiques. 
Remarquons que, par la transformation e~*= x, la série apes 
devient Des 

Relativement à la convergence de ces séries, dans le cas simple où 
À, =n, l'existence d’un cercle de convergence pour la série > CRE 
donne immédiatement celle d’une droite de convergence, parallèle à 
Oy pour la série De e"-*. La série est convergente pour les points du 


D 
€ 


plan situés à droite de cette droite. Elle est divergente pour les points 
situés à gauche. Or ce premier résultat se généralise pour les séries de 


la forme hy AIRE 


KW 


LA 


¢ NS ea ba ; EAN 


\ 


A ENT AC 


x 


* 


a 
4 
= 


A ee RS NERO 


SR RT ONS PA OT Pee 


OT 
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Nous ferons dépendre ce résultat d’un théorème, d’ailleurs bien 
connu, que nous énoncerons sous la forme suivante : 


2. THéoRÈèME. — Sotent deux suites indéfirues de quantités 
Wy Dae 6 Oy ee ss 
CIDRE Byrn 
Supposons que : 
1° Le module de A, = a, + a,+...— a, reste fini quand n augmente 
indéfiniment ; 
2° La série B formée par les modules des quantités b, —- b,, b, — by, ..., 
b,, — bn, ... est convergente; 


3° b, tend vers zéro. 


Dans ces conditions, la série 


P—ab,+a,b,+...+a,b, +... 


est convergente. 

Supposons de plus b,, b,, ..., b,, ... fonctions d'une variable s, a,, 
Ay, -.., Ap élant des constantes. 

St b, tend uniformément vers zéro, et si la série B est uniformément 
convergente, la série P est aussi uniformément convergente. 

En effet, considérons la série 


Q Albi DL) + À, (be — bs) +. 9 + An (On — br) +. MCE) 


et désignons par P,, B,, Q, respectivement les sommes des n premiers 
termes des séries P, B, Q. Soit d’ailleurs H une limite supérieure du 
module de A,. On a 


Ee op A P, == One F5 Or D Anep Dip th Le An Dns 


D'ailleurs 
| Qn+p— Qi ES H(B,+p — B,_:) (=) 


(1) [x | désigne le module de «. 
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Done 
| Peep Pa | << H(B,+p — B,-1) Cu H| On+p+1 | D H | Dn le 


Or, d’après les hypothèses faites, on peut prendre n assez grand 
pour que, quel que soit p et quel que soit s, 


€ 
Baap = Die << 3° 


3H 
. € 
| On+p+s | < 3H 
€ 
| Bn | < 3H 
Alors 
|Pn+p— P]<e. C0: ED: 
Corollaire. — Dans les conditions de l’énoncé, la série P est une 


fonction continue et intégrable de s. 

Supposons de plus que les dérivées 6), 5), ..., b,, ... des fonc- 
tions b,, b,, ..., b,, ... de s satisfassent aux mêmes conditions 
qu'elles, à savoir : 

1° La série B’ formée par les modules de b,—b,, b—b,, ..., 
b,,—b,, ... est uniformément convergente; 

2° D tend uniformément vers zéro. 

Alors la série 

P'’=a,6,+a,b,+... 


est uniformément convergente. 
Cela suffit pour établir que cette série est la dérivée de P, et les 
mémes considérations s’appliquent aux dérivées successives. 


3. Remarque sur la continuité de la série dans un cas particulier. — Sup- 
posons que la série a,+ a,+...+4a,+... soit convergente et ait 
pour somme A. Supposons b,, b,, ..., b,, ... fonctions de s, et que 
pour s = 5), b,, by, ..., b,, ... soient égaux à 1. On peut se demander 
si, s tendant vers s,, la somme a,b, + a,b, ++...+ ,b,+..., suppo- 
sée convergente, tend vers A. Cela ne résulte pas du théorème précé- 
dent sur la continuité de la série, car, pour s = s,, b, ne tend pas vers 
zéro, et d’ailleurs cela n’est pas toujours vrai. 
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Posons 
A=a, +a, + ’ 
Ra +a, +..., 
Ra +a, + ) 
FORTS CET RE ; 
Le ete ot nee oe 
Alors 


Des — À — Dar (bn—1) 


(1) | Re) (RS I) (bien. 
+ (Rp-1:— Rn) (6n—-1)-+.... 


Il faut voir si la somme de cette série tend vers zéro lorsque s tend 
vers s,. Considérons la série 


ee re ee RO, Op). ty -1 (0, = Ops) +. 


La somme des x premiers termes de la série (2) ne diffère de la somme 
des x premiers termes de la série (1) que de — R, (6, — 1), qui tend 
vers zéro, quel que soit s. La série (2) a donc méme somme que la 
série (1), et il n’y a qu’à examiner cette série (2). 

Dans cette série, la somme des termes qui suivent le ni” est 


Rn (6541 on bn) == Riv ( On+2 ER Dai) Aire 0 BO 


et l’on peut prendre z assez grand pour que le module de cette somme 
soit plus petit que 


Ce CARE Ro Bra +- oh 


quel que soit €. 
Or, supposons que, s tendant vers s,, la somme 


| bar On | ihe | Dae Ones | ree. 


reste plus petite qu un certain nombre k, pour toutes les valeurs de n supe- 
rieures a un certain nombre r. Alors la quantité précédente est plus 


petite que <4. : 
Ayant ainsi choisi », on peut prendre-s assez voisin de s, pour que 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Mars 1894. 11 


. “i N'ES ear” 
~ a a 
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le module de la somme des autres termes de la série (2) 
AL D: — Bb) 4 Bi (is) Re eee 
soit plus petit que £#, car b,, b,, ..., 6, tendent vers 1. 
Alors le module de la somme de la série (2) est plus petit que 2¢4, 


c’est-à-dire qu’un nombre quelconque donné à l’avance. Donc ce mo- 
dule tend vers zéro. Donc a,b, + a,b, +... tend vers a, + a, +... 


Remarque. — Mais si l’on suppose que la Série A, +d, +. + Apte 
soit absolument convergente, cette condition n’est pas nécessaire. En 
effet, dans ce cas, 


n—1 


Sian bn — dard an On— 1) = Gn (be —1) Saus 1). 
. 1 n 


Or 
DAC 1) 


en appelant & le plus grand des | 6, — 1|. On peut choisir 7 assez grand 
pour que 


<Y lan(ba—ni<e D lanl, 


. (3 
Diami< = ’ 


Alors cette partie de la série est <<. Ayant ainsi choisi 2, on pourra 
supposer 6,, b,, ..., b, assez voisins de 1 pour que 


n—1 


€ 
> an( On — 1) aa od 
1 
Etc. 
: : ER = 5 : 
4. Application aux séries > age". — Nous allons trouver la droite 
de convergence relative à ces séries au moyen du théorème suivant : 
THÉORÈME. — St pours = s, la somme des n premiers termes de la série 
“al 5 : ar 
> ane" reste finie, la série est convergente pour toute valeur de s dont 


la partie réelle ® (s) (') est plus grande que celle de s,. 


(') Nous désignerons la partie réelle d'un nombre s par R(s). 


= 


= eS Ss " 


# 
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De plus, la série est uniformément convergente pour toutes les valeurs 
de s dont la partie réelle a(s) est plus grande que R(S,) + €, € étant un 
nombre positif aussi petit qu'on veut, et dont la partie imaginaire est plus 
petite en valeur absolue qu un nombre quelconque T. 


En effet, supposons que les quantités a du théoreme précédent soient 
ue DT, CA, Dee, Omens sa a 
et les quantités b 


ess), e-his—so), M, e—hnts—$c), 
Comme ces quantités satisfont évidemment, d’après les hypothèses, à 
la première et à la troisième des conditions imposées par le théorème, 
il ne reste plus qu’à démontrer qu’elles satisfont à la deuxième, c’est- 


à-dire que la série 
> | @-An (S—S)) —- M (s—S,) 


est uniformément convergente. 


Or ona | ; 
S— Sy @ 22 67 


a étant positif et b aussi, et l’on trouve facilement 


b(An — An-1) , 


- 4 Ouh), 
> 


| e M (SS) — € Ana (SS) | — / (ore Le en n®)2 + 4 sin? 


et, par conséquent, 


71 = 
| enn (OSSI e na (S—S,) | << ean CNT ar Ce + b (Aa > re ) e 2 


Or la série 


Seed 


= ews a 


a pour somme 


Quant a la série 


=; (Avt dn =) 
> (An —An—1) ; É Le 


Fe = 


pourvu que 1 a 2 (1). | | 
~ Done, si l’on appelle r le plus is nombre tel q ques ne 


aura . iF Que Se 


—_ 7 
iN 2e ==) red À 


ps (An lies ile 2 (An — An— 1) Pn + > 360 he 


so 
. 


c’est-à-dire 


=f 
Ant Ans TEE 4 


> (An—An- AYO dre << D: (An — An—1) e7 Oy + ae 


2 


Finalement, la série 


> | en (s—s,) — ae (s—s,) | 


est SU convergente et sa somme est plus petite que 


rot 


PRE An — Anu) 67 a+ bA;_1e hr, 


c’est-à-dire que PES AT ne 


r—1 
MEET I (un) € dm + Tr ed, S 


Donc le théorème est démontré. 


CoRoLLAIRE I. — Sz la série est convergente pour une valeur s, de s, 
elle est convergente pour toute valeur de s dont la partie réelle est plus 
grande que celle de s, 


(1) Par un développement en série, cette inégalité revient à 


CE DES ki pean eens se +) So. 


2...(22 —1) 207 
n=2 = 


CFA 


Li à tu à) à 


| 


_ 
4 a ‘ 


ee 


eRe 


\ 


PA PSN ER PES FAR Ae PATES Sig vd dépit: “a L PAT Lt d'a mene ci Bash a A tis} eee 
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CoroLLAIRE IT. — Sila série est divergente pour une valeur s, des, elle 


est divergente pour toute valeur de s dont la partie réelle est plus petite que 
celle de s,. 


5. Droite de convergence. — Partant de là, on établira facilement 
existence d’une droite de convergence D parallèle à Oy (fig. 1), 


c'est-à-dire telle que, pour toute valeur de s située à droite de cette 
droite, la série > a, es est convergente, et que pour toute valeur de s 


située à gauche la série est divergente. Pour les valeurs de s situées 
sur la droite D, il y a doute. La série peut y être convergente ou diver- 
gente, ou convergente en certains points et divergente en d’autres. 


6. Dérivées de la série. — Dans la portion du plan où elle est con-- 
vergente, la série > ae représente une fonction continue de s. Il 
est facile de démontrer que, dans cette même portion du plan, la série 
> —A,%me® est aussi convergente et représente la dérivée de la 


précédente. Car, si l’on considère une valeur s, située à droite de la 
droite de convergence, mais telle que R(s) << K(s); puis les quan- 
tités a, égales à ae, et les quantités b égales à X,e t°-, il suffira, 
d’après le théorème II, de démontrer que la série 


Smod (A, ets) — Ay gees) 


est convergente, ce qui est facile par une méthode analogue à la pré- 


cédente. 
En effet, 


|A» en(s—S0 — À, _; @—An—ilS—S,) | 


| | TR er 
= 4/ On ena % — An en ®)? ae Ain hes sin* Fe b ent) (2 


LA ei : nD. 
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et, par conséquent, 


s — } s—S, 
| Re em >n(S—S) a Anes e Anaals y | ELA cower a 


= Nes en hn ae An en of b(An Re: Àn=i ) (An Kaen y e À 


Ant nas 
re 2 


a An —1 em sn —_ Ne e “hy a4 b (An = An ) An e s 


a 


Or la série 
Soest het) 


a pour somme 
Ay eh a 


Quant à la série | 
a(?stiet) 
b > (An +) ds ) Ane : « , 
on à 


— ahn+dn=1) d 
(an FE Ay=1) Ane ‘ <A 1 ea ns — M, LE ag Muy 


3 
pourvu que À, > ©: 


are : 3 
Donc, si l’on appelle r le plus petit nombre tel que A, ,=> >; on 
achèvera le raisonnement comme au n° 4. 


Ensuite, on verrait de même que les séries De AUDE re nes 


De À, )a,e° sont respectivement les dérivées secondes, 


ps de la série DS ae us, 


a9: 


7. Remarque sur la continuité de la série dans le voisinage de la droite 
de convergence. — Soit s, un point de la droite de convergence. Sup- 


Ex x . ae . 
posons que DY dae M% soit une série convergente et voyons si, s ten- 


rar ev À, 4 Te N _ ‘. 
dant vers s,, Domne “* tend vers > ene M5, D'après la remarque (n°3), 


1 AY 
il suffit pour cela que > peut — ef) reste plus petit qu’un 
n 


certain nombre # pour toutes les valeurs de x supérieures à une cer- 
taine limite. 


SUR LA FONCTION C($) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 87 


Or nous avons vu (n° 4) que, en posant s — s, — a + bi, 


co 


> [|eAn(s—s) — ES) | << D (ent — c—An@) + b D Chives en — An e~ 4 n) 


n n n 


< ent + By en 
(en supposant » > ). Il est facile de voir que cette quantité est plus 
petite que 1+ -- 
“Donc Dee tend vers d'agents, à condition que 2 ne tende pas 


vers oo, c'est-à-dire à condition que la courbe suivie par s pour aboutir 
en s, ne soit pas tangente à D (fig. 2). 


Fig. 2 


Lait. js: 


à do ads de 


Mais si la série Den: * est absolument convergente, la condition 


2 rf r F 5 =; al 6 

‘= précédente n’est pas nécessaire, Da tend vers anes, quelle 

= que soit la courbe suivie par s pour aboutir en s,, d’après la remarque 

4 de la fin du n° 3. 

os Ces théorèmes sont, comme on le voit, des généralisations de théo- 

. . ee 

2 rèmes bien connus sur la série de Taylor. 

‘© tre À 
4 . Détermination de la droite de convergence. — Cherchons aussi, 
8. Det tion de la droite d 2 Chercl 

4 par analogie avec ce qui a été fait sur la série de Taylor, à déterminer 

E. la droite de convergence. On sait que, si l’on considère la série 

a : 

4 pce”: l’abscisse de la droite de convergence est log/, en appelant / 

“4 4e Ve é . (i : 

“4 la limite supérieure pour À infini (') de y|«,|. (Voir Hapamanp, 

4 


de. 


DS AE de CT dub Lis NN SAS da da 


(1) On appelle limite supérieure pour n infini de nombres &, a2, ..., dns ++. un 
nombre L, tel que, à partir d’une certaine valeur de z, tous les &, soient plus petits que 
L +, mais tel aussi que, à partir d’une certaine valeur de x, il y ait une infinité d’a, 
plus grands que L — <, quelque petit que soit «. 
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Essai sur U étude des fonctions données par leur développement de Taylor 
(J. de Liouville, 4° série, t. VIII; 1892). De plus, lorsque la série est 
convergente, elle l’est absolument (excepté peut-être pour les points 
de la droite de convergence). 

Ce résultat se généralise facilement pour les séries Dares pourvu 
que les nombres À, soient comparables en grandeur à une certaine 
puissance positive de », c’est-à-dire, pour préciser, pourvu qu'il existe 

3,40 n& : DA 
un nombre positif « tel que ;— ne croisse pas indéfiniment avec n. Je 
n 
dis que, dans ce cas, l’abscisse de la droite de convergence est log/, 


en désignant par / la limite supérieure pour » infini de y|a,|, et que 
dans Ja région du plan où la série est convergente, elle l’est absolu- 
ment. En effet, la démonstration de ce théorème, donnée pour la série 


& —NS ? ï 1 fai Il Sn: A oe * 
a,e"*, Sappule uniquement sur ce fait que la serie > uw", où te 


représente un nombre réel positif, plus petit que 1, est absolument 


convergente. Or il est facile de voir qu’il en est de même de la série 
2% 


LT 5 . 7 , . 
> ue, car puisque — <L, Létant un certain nombre, 
VE 
* n* Be 
An > a Re d'où pan <p Le 


n° 


Or, > v= est convergente, puisque 


[ pl dx 


“0 
aun sens. 
A ce propos, on élablira facilement la remarque suivante : 
n+1 [ann 
on | 
2714 4 22 A A à a 1 5 2 [ 7 <4 
les mêmes, généralisation du théorème bien connu sur les limites de. 


An+1 


. An Per . . 
Si et Via,| ont des limites pour n= +, ces limites sont 


NIET 
et Va, |, pourvu que les A, satisfassent à la condition énoncée 


plus haut. 


er os RE ne ; Ro : . : 
9. Mais supposons maintenant que ;— croisse indéfiniment, quel 
‘A 
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que soit le nombre positif «; c’est ce qui arrive justement dans le cas 
important de A, = logn. Alors la convergence de la série D ae us ne 
dépend pas seulement des modules des quantités «,, mais aussi de 


leurs arguments ; et, de plus, la série D a,e”M° peut être convergente 
sans l’être absolument. 

Voici alors comment la position de la droite de convergence dépend 
des coefficients. Supposons que la série > a,é—»* ne soit pas conver- 


gente dans tout le plan, autrement dit qu’il y ait une droite de con- 
vergence. Nous pouvons supposer que, par un changement de variable 
de la forme s—s,+ ’, on ait fait que cette droite de convergence 
ne soit pas à gauche de Oy. Ceci posé, on a le théorème suivant : 


Tutortme. — L’abscisse de la droite de convergence est égale à la li- 
mite supérieure pour n infini de 


n 
log > an 
pen ee ee 
An 


En effet, soit / cette limite, et soit a l’abscisse de la droite de con- 
vergence. Considérons une valeur réelle s >a, et par suile s>0, 


de sorte que D: ae soit convergente. Posons 


n 
> An ens = Sa 
Al 


d’où l’on déduit facilement 
On = (Sn — Spier", 
et, par suite, 


» An S 3 EM (Ss— Srjensf-r. roue Ont) ens 


: =, S,,erns — S,(e s — ehs) — S, (ess — ehs) — ,,. — Sp—1 (es — ehn—15), 


Soit S un nombre plus grand que [S,{, [S,f, .:., |S,|,-..- (Par hy- 
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pothèse > ae est convergente.) Alors 


n 
> on ae S earns Sh S [ >. eds + ehS— els ae ess .. eo edn—8 + ern] LE Ss ( 2efn® — eh) 


1 


ou 
n 
ace <2Sens 
1 
d’où 
n 
a 
log > de 
log 2$ 
1 Le) = 
ae 5. 
À À 


Cette égalité montre que /Ss, et, comme ceci est vrai pour toute va- 
leur de s plus grande que a, on a aussi 


fa: 


D’autre part, je dis que la série est convergente pour toute valeur 
de s plus grande que /. 
En effet, on a, pour » suffisamment grand, 


n 


log ~ On 


i, ae 
quel que soit e, d’où 


n 


> Sn An Cu Lan (A, — 1), 


Q! 1 / ~ 
N Un = A, elon ehti+s), 


Xn = À, el, Enti+E) — AT e0n- Ehnmi(l+E), 


" it : 5 ; 
(3) > An ens = (A, etn eha(l+e) Apes ens Erna (+8 ) ens, 
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1 suffit à 


ES 


et D que 
> Ap 89m edull+2) (Ins — 6% 8) 


simplement, 
f = > eha(l+E) (ens — eus) og 

est convergente pours >l+e. 

Or cette série est égale a - 


Lette) — eT hn4a(s—l—8)) +> ed nS (i — e— Onan) GEFEN 


Ps 


CN la première partie de cette somme est convergente. 
_ La seconde est be petite que 


: a . ; MN er a Anya (s—l= =), 


i 
_ c’est-à-dire plus petite que 


= Pee 


+ 


a E ; (l= €) ae EW (ste) hy, — Lee CRT teh 
-= Li nas 
ee + 2 
OR RE Sa de ne 
D pourvu que A, > ———— 


Done elle est convergente aussi. 
a Puisque pour s > / la série est convergente, c’est qu’ ona 


ed 


Ee Lte>a 
quelque petit que soite; d'où - 
Le DS. _-— 124; 
ee mais on a démontré q que | 
ER fd, 


ae 


”_ 
=. “Done es a. 
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ce 30 , \ xe À 
10. Voici encore un théorème sur les séries > Ones ee 


; _ logn . . rae —À,s 
Tuéorème. — Soit r= lim sup. a Je dis que, si une serve > tne 
N=n Le 


est convergente pour une valeur a de s, elle est absolument convergente 
pour les valeurs de s dont la partie réelle est plus grande que celle de 


a+r. 
Car soit une telle valeur a + r + 7. Soit 


“n 


= 
> an e-*4 — Sp: 


1 


On a done : 
An — (Se — Sp—1) ent 


et, par suite, 


(6) >» an e—}n(a+r+t) =O (8, — Sy. ) endnlt +8). 


Or |S, —S,-,| reste plus petit qu’un nombre fixe A. Done la somme 
des modules des 7 premiers termes de la série (6) est plus petite que 


AD em nlr+0 , 


: : logn : . 
laquelle est convergente, car, puisque lim sup. =— =r, l’abscisse de 
non n 


la droite de convergence de la série Dee est r. 


. ae x 
Exemple. — Si une série de la forme >= est convergente pour 


s =a, elle est absolument convergente pour les valeurs de s telles que 
R(s) >a +1, parce que 
on 


; lo 
lim sup. —2— = 
log 


no 


. Fe ne de a . 
Une série de la forme Dir peut être convergente, et ne l'être 


, = \n 
absolument pour aucune valeur de s, telle la série > iP parce 
gen 
que 
: log » 
lim sup. ——2— — 
tae log log n 
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Le théorème du n° 8, à savoir que, si les nombres 4, sont compara- 
bles en grandeur à une certaine puissance de 7, la série De eh est 


absolument convergente pour les valeurs de s situées à droite de la 


droite de convergence, est un cas particulier du précédent, puis- 


qu’alors lim sup. ai est nulle. 


Ce) 


11. Fonction représentée par la série > a, en, — Dans la portion du 


plan où elle est convergente, cette série représente une fonction holo- 
morphe de la variable. Mais la réciproque n’est pas vraie. On peut 
chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction 
soit représentable dans une portion du plan par une série de cette 
forme. De plus, on peut chercher à déterminer les coefficients. 

Voici une forme de conditions nécessaires énoncées par Kronecker 
(Monatsberichte de l’Académie de Berlin, 1880), et d’ailleurs la suite 
du raisonnement de l’auteur peut servir à démontrer que ces condi- 
tions sont suffisantes. 


Soit f(s) > ae ns pour R(s) >> L. 
Sota. 7. 


b+oi 
: I e , : x : 
On sait que — fi — ds est égal à r ou à o, suivant que b est po- 
21T 1: 
b— wi 


sitif ou négatif. 
Fig. 3. 


Y atrov 


le æ 
a 0 a 


= 
4 a-œt 

1 7 a+ot ews : 

3 Donc si nous considérons of J(s) = ds, puisque, pour 
“i : Va—œi 
3 
4 | I =n; 


1 


: a . , 9 
et que la série est uniformément convergente, il en résulte qu'on peut 


_ dt Se TE 
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écrire 


i a+œi ews a+at en )s 
— f(s) ds — 3 an f —— ds > Oks 
2iT 


a— mi a—œi 


en supposant æ compris entre A, et Agar. 
Cette égalité 


,4 +œi 


MCE D fs) eve DE 
détermine les À, qui sont les valeurs de w pour lesquelles ®(æ) est 
discontinue. Elle détermine aussi les «,. 

Donc, des conditions nécessaires pour que f(s) soit développable 


en série pa a es pour X(s) plus grand qu'un certain nombre d sont 


1 
que la fonction de la variable positive æ 


a+æi ws 
P(s) = = PEL 


dt—2t 


» 


dans laquelle a est un nombre quelconque >d, soit indépendante de a 
et soit constante pour sw, compris dans les intervalles o — À,, À, — As, 
PIS eed 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, la fonction est dé- 
veloppable en série de la forme indiquée. 

Soit € une valeur de s telle que a(¢) > d, et prenons a < a (©). 

Posons 


a+œi 


(7) aes f(s) ews = HDs, pour x <W< si. 


a—œi 


hn+i 
[ Ce-ws dw EE = eee ent, 
“) 


\n 


Donc on déduit de (7) 


Xn ed 


A+æoi 
I 4 > 
5 > {CS = = 
veal da f : J (8) ev 8-9) ds = — (e- nas’ — et) Se, 


1 


n 
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membres de n =1 à n =o, ae 3 


7 = 


eo 


I : ae A+œi. (a 4 ; 
ie ib dw i ke) ove LESS Oey Ent, | 
> | d'u + 1 


ot 
n=1 


=) “4 Œ + oo à 7 As æ i ‘ ; 
Ce M <—f f(s) ess ds = An Cranes | Pa 
a“ nar . 


nn QUT ee, Shs =) 


Or intégrons : Les ae le long du contour d’un carré ABCD de côté 


ss €) 
ee: dans lequel | 'abscisse de AD est a, et celle de BC est +. Puisque 
a oo cop Sahl? a un sens pour a>d et w>0, c’est que ABS 


x 


‘pour s=a+ovr un module infiniment petit par rapport à celui 


de : = Donc dans ae tf = ae as, élément d’intégration 
DC ou AB 


_ décroit au moins comme — + quand c croît indéfiniment, tandis que la 


“ie LS 
as 


- i 
m= à 


E du chemin d'intégration est égale à c. Donc cette intégrale 
est nulle pour c infini. 


Fig. 4. 


À,s 4 
De meme, puisque ee à est fini, Ja see 


pour infini. On a donc 


> ey a+el * 
< es Ee : "=" fes) ds te MR; 


2iT s(s— s($ =) 


os 


ie, oa . . : x 4 
_R étant le résidu de la fonction sous le signe / pour le seul pôle ¢ 
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an 
qu’elle ait dans le carré. Or ce résidu est + SO. On a donc bien 


co 


JR = Dy ane. 


n—1 


12. Remarque. — Si pour toutes les valeurs de a plus grandes que d, 


f(s) ne est constant, il en résulte que f+ =o, ABCD 


Ya—ai AB cD 


étant à droite de d, et AB, CD étant à Vinfini (fig. 5). 


Fig. 5. 


Réciproquement, si l’on sait que la fonction /(s) est développable 
en série de la forme » a,e— sur BC, si, d'autre part, on connait un 


\ 


prolongement analytique de la fonction à gauche de BC, tel que l’on 


puisse démontrer que f +f — 0, il en résultera que / = , et, par 
AB CD AD BC 

suite, si la fonction est holomorphe dans le rectangle ABCD, il en résul- 

tera qu'elle sera développable par la même série Die e* sur AD. 


Nous verrons plus loin des applications de cette remarque. 
_ 13. Sur une correspondance entre deux fonctions. — Soit 
Pa= loga,. 


Si la série ae eV est convergente pour certaines valeurs de s, la 


série pe e-’ sera convergente pour toutes les valeurs de s dont la 


partie réelle est positive. 


OTR SP à ey 


“SS 


l 


Le 


= 
Z 
a 
-< 
és 
Y 
; 

4 


PUY EN he VE ON LS QE 
PANNES 
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En effet, on a, par hypothèse, 


log de 
Med 
na 


lim sup. —+ non infinie. 
lao 
Donc 
ju n 
log De log De. 
lim sup. : = lim sup. - Pn _ 9, 
= ; n n=0 Pen An 
Bn log, d : : 
car - — > tend vers zéro. Done la droite de convergence de la 
2 n 


série > æ, e7 a pour abscisse zéro. 


Donc, en posant 


D nes F(s), 
D: que Pr f(s), 


ona 
(8) 3) = pay fe Fle) de 


pour les valeurs de s telles que a(s) >a, a étant l’abscisse de la 


droite de convergence de A(s). 


Remarque. — Puisque l’intégrale (8) a un sens pour les valeurs des, 
telles que As) >a, a étant l’abscisse de la droite de convergence de 


la série a, ex, c’est que F(x), lorsque x tend vers zéro, devient 
n 


. . I . . 
infinie au plus comme => [F(x) peut d’ailleurs rester fini pour 


a 


M 0.| 


14. Autre forme d'intégrale définie. — La remarque précédente 


permet de transformer l'intégrale [ a'-' F(a) da de la façon sui- 
0 


vante. 
Ann, de l’Éc. Norm, 3° Série, Tome XI. — Mars 1894. 13 


PARUS ONE 
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Considérons VE F(—x)dx, prise le long d'un contour C (fig. 6), 


décrit dans le sens positif, enveloppant l’origine, n’enveloppant d’ail- 
leurs aucun autre point de discontinuité de la fonction F(— x), et 
s'étendant à l’infini vers les a négatifs. Soit, par exemple, un contour 
formé : 1° par l’axé des a de — # à A; 2° par le cercle infiniment 


à 
petit C; 3° par l’axe des x de À à — x. 


Par définition, a! = e’-") 8; loga ayant une infinité de détermi- 
nations en progression arithmétique de raison 2¢x, a*—' a une infinité 
de valeurs en progression géométrique de raison e?-9, et l'intégrale 
précédente a aussi une infinité de valeurs. Pour fixer la valeur de l’in- 
tégrale, nous supposerons que, lorsque x part de — =, 


loga = log(— a),— in, 
log(— x) étant réel. 
Alors, lorsque x revient à — > après avoir tourné autour de l’ori- 
gine, logæ prend les valeurs log(— x) + in. 
Remarquons maintenant que, puisque F(a), lorsque a tend vers 


“a 


, : : : I »* D : 
zéro, devient infinie au plus comme —, l'intégrale, prise le long du 


petit cercle, est nulle pour les valeurs de s telles que R(s) >a. Dans 
ces conditions, on a done 


[oF (-a)de= f (— x} F(— x) [cos(s —1)r — ¢sin(s—1)r] dx 


C 
sf (— + F(— x) [cos(s —1)n + ésin(s —1)n] dx 


= — adsin(s — ur f à F(a) dr. 
0 


Donc 


ét | 


RER? ml x } i ee. eee eee ms—1 K (= y we 
f a Fear = aye) 2 F(— x) dx; 


- 


OA LA GE AU à 
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par suite, 


=h,s — de 2 -1-f ; 
Dee De une Eger ee 
ou J 


(9) Dane he = Et omg?) we? ida. 
“C 


15. Extension de la fonction f(s) => cet, — Nous avons dit 
que, dans la portion du plan où la série Dee $ est convergente, 


elle représente une fonction holomorphe /(s). 

Il existe une fonction et une seule, uniforme, à discontinuités sépa- 
rées par des intervalles finis, qui coïncide avec Dé el, pour les 
valeurs de s pour lesquelles cette série est convergente. 

C’est cette fonction que nous désignerons par f(s). 

Or la formule (9) donne l’expression de /(s). En effet, l'intégrale 


ee F(— x) dx conserve un sens pour toute valeur de s. Ainsi 
€ 


Se His) ré F(— x) dx. 
(à 


2iT 


On peut d’ailleurs déformer le contour C défint précédemment, 
pourvu qu’on ne lui fasse pas envelopper d’autres points de disconti- 
nuité de la fonction F(— x) que l’origine. 


16. Inversement, on a 
g a+eol 
1 > T ay e7 Pens 
ent — af ead ds; 
t— OL 


QUT D 
donc 
: I ee ES hes 
(10) Nigar ie LES gee ds. 


. - rs &. 5 ’ x 
Mais la convergence de la série ms ae n’entraine pas celle de la 


série Dre ets, Cette condition de-convergence est donc à ajouter. 
Ainsi une condition nécessaire pour que f(s) soit développable en 
série de la forme > a,e 5, pour A(s) > d, est que l'intégrale (10) 
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ait un sens pour toute valeur de a > d, soit indépendante de a, et 
soit égale à une fonction F(a) développable en série de la forme 


D: er arr 


17. Opérations sur les séries ÿ2 a, eu, — La somme ou la différence 


de deux séries De mi >: B,e M$ est une série D es, les v, 
étant les A, et les x, rangés par ordre de grandeur croissante. 

De même, le produit» tn Cw >< D B,e tn peut être mis sous la 
forme > de ts, les o, étant des sommes À, + L,, rangées par ordre 
de grandeur croissante. Cependant cette transformation n’est certaine 
que si les séries > yen, > 6,e-# sont, pour certaines valeurs des, 


absolument convergentes; mais il est important de remarquer qu’elle 
subsiste même pour les valeurs de s, telles que la condition précédente 
ne soit pas remplie, pourvu que les séries soient convergentes. 

En effet, pour les valeurs de s, telles que les deux séries soient 
absolument convergentes, par exemple, celles dont la partie réelle 
est a’, on a, en posant 


AS =) ey En, p(s) > Ba e—Uns, 
le produit 


f(s) o(s) = D: On e—Pns, 


Or, si pour la valeur réelle a de s, a<a’, f(s) est développable en 


série > a, eu, on a la fonction 


HA Cine 


21 


indépendante de a, et, par suite, 


f(s) es 
an “—---___ ds = 0, 
AB + CD * 


AB, CD étant à l'infini (fig. 7). 


+ 
J 
% 


\ 


4 
. 
4 
à 
om 
= 
“à 
2 
he 
3 
2e 
G 
BE 
= 
z: 
En 
2 
y- 
= 
- 
54 
= . 
by 
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a 
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Si o(s) est aussi développable en série > B, es, pour la valeur a 
de s, on aura 


21 HS TOAS OPE Se dx a eee 
TF das ce s art pa ee aa ke 


A+oi ws 
Done el: noue est indépendante de a, et, par suite, la 


fonction /(s) 9(s), étant développable en série de la forme > dy € Pns 


pour les valeurs de s, dont la partie réelle est a’, l’est aussi pour celles 
dont la partie réelle est a (n° 11). 


Rigs 7: 
D c 


Un cas intéressant est celui où les nombres À, se reproduisent par 
addition. Alors le produit de deux séries de la forme D a, eu est lui- 


même une série de cette forme. Exemple : A,=7, A= logn, À,—loga,, 
les a, étant les nombres entiers non divisibles par un quelconque des 
nombres premiers contenus dans une certaine suite finie ou infinie p,, 
Done 

Autre exemple : À, = log(p?+ p”), ..… 


2e Cm 
ae 
D By e— Pens 


la série obtenue n’est convergente que pour des valeurs de s dont la 
partie réelle est plus grande que celles qui rendent convergentes 


5 5 : a 7 
> des, D B,e 5, et que celles qui annulent > eprom 


De la on déduit facilement le quotient de deux séries 
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18. Application des resultats précédents aux séries de la forme 
» + 0 Qi , RS 
“x. __ Les séries de la forme Dp “4, sont, comme nous l'avons déjà 


dit, des cas particuliers des séries de la forme > a, es, Elles corres- 
pondent au cas de A, = logz. Ces séries admettent une droite de con- 
vergence parallèle à Oy, dont l'abscisse, quand elle est positive, est 


donnée par la formule 


n 


log| > % 


a = lim sup: ——— 
A=œ logn 


En particulier, on a les théorèmes suivants : 


yh . . , e I . 
TuéoRÈME 1. — La serie > 75 @ pour droite de convergence æ = 1. 


ita eg ue Le . 
Tutorime II. — La série + et a pour droite de convergence 


C—O 
n 


PANS i: . ° ee a , LT . 
Tutortme IT. — Sort la série D —", les 4, étant tels que V4, croisse 
ns fod 
1 
avec n comme une certaine puissance à exposant posilif de n, n°. 
Alors la droite de convergence est x = «. 


En effet, 
| n 
log Sie, 
lei | __ logA,+ alogn 
logns “i - logn : 


log A, reste fini. Donc la droite de convergence est x = a. 


j 7 5 o 1 4 DT x À ] 
19. Fonction représentée par la série DÉS — Dans la portion du 


« ÿ =] ‘4 wey 4 ; ad 4 ; 
plan où elle est convergente, la série >= représente une fonction 


uniforme et continue des. Cette fonction est holomorphe, et sa dérivée 
s'obtient en prenant les dérivées des termes successifs de la série. 
Inversement, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc- 


tion /(s) soit développable en série de la forme DES pour les valeurs 
n° 


on a, d’après Euler, 


CR A : : ; ' B 
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de s dont la partie réelle est plus grande ve certain nombre 


I (Ss) ews 


positif d est que la fonction de w, =f ds, soit pour 


Ra) > d indépendante de a, et constante pour les valeurs de w 
comprises dans les intervalles o-log 2, log2-log3, 


tol 
ae : À I LR 5 
Une autre forme de condition nécessaire est que ah = ) 
“a—oai 


= J(s) ds 
soit développable en série de la forme D rene pour R(x) >0, ou, ce 


qui revient au même, que la fonction de u, 


F(u) = ele | a Sts) de, 


21 


soit une fonction de w, holomorphe dans le Fe de centre o et de 
rayon I. ‘ 


20. La formule (8) donne ici 


Cle NE CL nr 
Dre æs-1F(e-*) da, 
D'aur—F(u), 


D = =) fom F(e*) dx. 
Ris My, De é 


21. Voici quelques formules sur certaines séries de la forme > a 


en posant | 


ou 


Posant, d’apres Riemann, 
AE me 


(G) == 


I — 
= ps 


p désignant tous les nombres premiers. 
On Meduira facilement de là 


= 5 : 
(11) Lee) |t = Sees = a 1) MESES: fas 6 aa 


a 13226 00 ns 
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q étant un nombre quelconque, et posant n décomposé en facteurs 


remiers 
P n=a*b8.... 


Comme exemple d’application arithmétique, on a pour x = 2 


[6(s) P= YU (a+) (+1)... 


D’ailleurs 


Kara pia), [4(n) = nombre des diviseurs de 7 ]. 


n° 
Donc 
A(n2)=(a+1)(8+1).... 
formules analogues pour g = 3,4, .... 
On déterminerait de méme la somme des diviseurs d’un nombre par 
la considération de la fonction ¢(s) ¢(s — 1), ete. 
Si dans la formule (11) on fait g = — 1, on obtient 


u(n) =o si x contient des facteurs premiers multiples. 
u(r) =-— 1 sin n’en contient pas, +1 si le nombre des facteurs 
premiers de n est pair, — r dans le cas contraire; résultat connu. 


Cette série ye est certainement convergente pour &(s) >1, 
mais elle est peut-être convergente pour des valeurs de s dont la partie 
réelle est plus petite que r. 


22. Derivation et intégration numérique. — Soit une fonction numé- 
rique ¢(d). Nous appellerons, d’après M. Tchébicheff, intégrale nume- 
rique de la fonction 9(d), la fonction Ÿ(n) définie par l’égalité 


Y(n)=S (da), 


le signe S étant étendu à tous les diviseurs d de n. 
Inversement, 9(d) est la dérivée numérique de } (zn), 


o(d) =D[¥(n)]. 


Etant donnée ¢(d), on en déduit immédiatement (7). 


ry ail 
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Inversement, étant donnée Ÿ(n), on peut déterminer o(d) par plu- 
sieurs procédés. 
On a, entre 9 et 4, la relation 


5 | DCR) o(n) 
D rod 


— Exemple : Soit Ÿ(n) =n. Alors 9(n) est égal au nombre des nom- 
bres premiers à 7 et plus petits que lui; d’où 


+ D 9 ta __ o(s— A it 
a SG) 


Geéneralisation. — On peut considérer 9,_,(”) = D(n') : 


a oxa(n) =m (1— 2) (x) (x) 


11 (2) est égal au nombre des nombres plus petits que », et n'ayant 
avec n* que des facteurs premiers communs du (4 — 1)" degré au 
4 plus, ou encore o,_,(7) est égal au nombre des systèmes de £nombres 
a plus petits que », dont le plus grand commun diviseur est premier 


avec 7, 


D Ne _ o(s— k) 
RSE) 


La fonction o,(7), en particulier, s’est présentée dans certaines re- 


42 cherches relatives aux groupes de congruences (‘). Elle se présente 
4 aussi dans la théorie de-la division par 7 des fonctions modulaires par- 
= ticulières. De même quee” dépend d’une équation irréductible à coef- 
= 5 s , À CG + LO , 

0 ficients entiers de degré o(n), de même ne w, ) dépend 


7 d’une équation irréductible de degré 9,(7”) (?). 


= (1) Voir Yorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, de Klein, pu- 
D - bliés par Fricke, t. I, p. 395 et suiv. 
= (2) Voir Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, de Klein, 


t. Il, p. 10 et 11. 
‘ à / 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Avnit 1894. 14 


D'une façon générale 
De cadre 


La série (’(s) est égale à 


nn 
Det 


‘ 


La série ; ae ae s'obtient fieitenein en partant de l’identité 


On en déduit 
SLD ge 


CHAPITRE IL. 


24. Nous allons appliquerles résultats précédents à la fonction C(s). 
Nous allons rappeler succinctement les résultats dus à Riemann (Ueber 
ee Anzahl der Brie unter einer gegebenen Grosse, OEuvres com- 
plètes), en les précisant et les complétant sur quelques points. 


Ona 
ade V1 Ta —s) as-'d, 
ae Deer ear = = 


—x_ 
OW ee LS en 


[d’après les formules (8) et (9)]. 


PAPE SANS Ree 


- ue 


hee ee ey 


MA 


> 


SET RS ee 


Lu "| rey t 


ES Se AOR 


; 
4 
“à 
1 ie 
A 
y ‘- 
À 


4 


VE 
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La formule 
Ti1r—s) fxs-1dx 
2iT CRE: 


C(s) = 


montre facilement que la fonction n’a qu’un pôles =1, le résidu cor- 
respondant étant 1, car les autres valeurs de s, qui rendent '(1 — s) 
infini, annulent l'intégrale. 

Cette formule montre aussi que 


(0) == a 
que 
; C(—=2k) =o (xk entier > 0), 
que 
et ey 


SU Sony er ma 


les nombres B, étant les nombres de Bernoulli définis par 


Tous ces résultats s’obtiennent en remarquant que, pour ces valeurs 
de s, la fonction sous le signe 1e devenant uniforme, on a facilement 
la valeur de l'intégrale par un calcul de résidu. 


25. Expressions générales de C(s). — Les formules 
[ I OTE 0% 
eins ta see. 


ne sont valables que pour A(s) <1; mais on a, comme on l’a expliqué 
au n° 14, une expression générale de ¢(s) par la formule 


ou par la série de Taylor 


6(s) = + C+6,(s—1) +... 


dont les coefficients numériques se calculent facilement, et où il est à 
remarquer que C est égal à la constante d'Euler, ou encore, comme l’a 


ETC 


~ L 


CE * fo, 


De Be CAUEN. 7" 
remarqué M. LOL en pute de 


"4 


@ ysl de 


PMU à 


séparant l intégrale en es ee et Petit pe eo a 
logue à celle qu’a donnée M. Prym pour la fonction I. On obtient ai nsi 


= sa 
a ne +f" pee 


96. Relation fonctionnelle. — La fonction ¢(s) satisfait à une rela- 
tion découverte par Riemann et Schômilch. Nous reproduisons ici la 


démonstration donnée par Riemann. 
1 


Si a(s)<o, l'intégrale ji: a= prise le long d’un cercle de 


Fig. 8. 


centre O ( fig. 8) et de rayon infini est nulle. 
Donc | 


¢(s) =—T(r—s) Dia, 
A désignant les résidus de la fonction sous le signe / relatif aux diffé- 
rents pôles 24ir (ko). | 
Calculant ces résidus, on trouve 


d'A (2T)-12 cos(s — x) 


wis 


bre 
1 


.' 


Ce 


Z | k 
Zz 
Ss 
a 
À : 
Ss 
z 
3 F 
4 
a 
4 
- 


x 


\ 
\ 


\ 
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et, comme &(s) <0, 
R(I—s)>1. 
Donc 
SA=— (ar)5-19 cos(s—1) = E(1— 5). 
Par suite 
| t(s) =T(1—s) (27) 12 cos(s—1) = E(1— 5). 


Cette relation est ainsi démontrée pour A(s) <0, mais, les deux 


membres étant des fonctions uniformes de s, la relation est eerie: 


Cette relation peut encore, comme ka remarqué Riemann, s’ex- 
primer par ce fait que la fonction r({\° ?¢(s) reste invariable par 


le changement de s en 1 — s. 


27. La fonction &(t). — On peut encore dire que 
L+ti 


Ze À nes 
De cg +) 


est une fonction paire. Cette fonction a les pôles ¢ = + {. Donc 
pri 


a = (a+ pr (E Er Ce 


est une fonction entière en Riemann en donne l’expression suivante 


E(t) =f À alto) no loc) dz: 
où 
VOD cn. 


(Pour la démonstration, voir le Mémoire déjà cité.) 


28. Valeur de €(s) pour s entier et positif. — De la relation entre 
C(s) et C(1 —s),on déduit 
7 = ahh ri (— 1)" 
ie GO —2#) ; 


ou 


TT 
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Mais la relation entre G(s) et ca — s) ne donne pas les valeurs de 
C(s) pour s entier positif et impair, car pour s = — 2k elle se réduit 
N50 0. 
Remarque. 


ve dx (—Le)* dx La) dx 
eis “em — 1 =f Se I— ZT 


Intégrons See le long du contour ABCDEFA (fg. 9); on 


Fig. 9. 


obtient, en supposant s entier et positif, 


s s+1 T 9s—1 dO Ti. : 1 
OF) TES en 
tang — c En 
e 0 2 


Développons (Læ + x)" par la formule du binôme et remarquons 
d’ailleurs que 


I *(— La)p-' dre I J 
eet a I+ az ee = eye a ae ara) tt) 
Cette formule donnera €(2) en fonction de {(24 — 2), C(2k — roses 


. T À 
ce qui redonne le résultat précédent, et aussi les intégrales M 
lang = 


en fonction des valeurs de € pour s entier impair. Faisant le calcul, on 


i“ # à 
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trouve pour les premieres valeurs de # 


RCE —orL2, 
: tang > 
27% VE om Lo —7£(3), 
é (ane 
T ps = = oT? L2— ox C(3), 
À fans; 
Be ee ent 4) cis C08), 
lang > 


29. Zéros de C(s) et décomposition en facteurs primaires. 


E(s) 
E(1—5s) 


= 2T(1—s) (27)8-! cos — 


Les zéros du second membre qui ne sont pas infinis de ¢(1 — s) sont 


des zéros de C(s). 
Or le seul infini de ¢(1 — s) est s— 0. Donc les zéros du second 


membre, ~ 0, sont zéros de ¢(s). On trouve ainsi 


s——2k  (kentier positif), 


ée qui était déjà connu. 
D'ailleurs o n’est pas racine, puisque C(o) = =-— 5. 
A part ces racines — 24, il ne peut exister que des racines B, telles 


que 1 — @ soit aussi racine. 
La partie réelle d’une telle racine est comprise entre o et 1, car la 


rule 
(5) 


montre que C(s) ne peut s’annuler lorsque a(s) ty 
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8 et 1 — B étant racines, il faut donc que 
0 AR(B)< Tr 


Si nous nous reportons au n° 27, ces racines 6 sont liées aux racines % 
de la fonction €(¢) par la formule 


a=}+ fr. 


L'existence des racines « a été démontrée par M. Hadamard dans un 
beau Mémoire (') couronné par l’Académie. 

L'auteur démontre de plus que le module p, d’une racine (les 
racines qui sont deux à deux égales et de signes contraires étant 
supposées rangées par ordre de modules croissants) est donné par la 
formule 

k 
FR ieee 


k, étant compris entre TE et Æ et de plus la fonction est du genre 
7? 


zéro (en 2”), c’est-à-dire que 


E() =£(0) [] (1-5) 


sans facteur exponentiel. 


30. Autres applications arithmétiques de la fonction C(s). — Nous 
pouvons maintenant aborder quelques autres applications arithmé- 
tiques de la fonction C(s), à savoir, la recherche des valeurs asym- 
ptotiques des fonctions numériques. Les différentes formes sous les- 
quelles on peut présenter ces applications se ramenent en somme a 
celle que leur a donnée Halphen dans le tome XCVI des Comptes rendus 
de l’Académie des Sciences. 

Soit 

FT TP pour R(s) > 4 
et 
F(2)=A(1)4-A(2)4+...+AE(z), 


(1) Ltude sur les propriétés des fonctions entières et en particulier d’une fonction con- 
siderée par Riemann (Journal de Liouville, année 1893 ). 


\ 


aia sé D VE Lan 


a. 
EX 


= 
eo 
NU 


I À . 7 À À A as Ÿ VA ki tt) sy) Sete 1 . "> AL) Wen Oui A le: Doi "te F 
» > n~ ( Ni x 1 ï AXE à, 7 de Left tat A à # 
. 1 À rés À UT 


di D dat 
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E(æ) étant le plus grand entier contenu dans x. Ona 
. r EE As 


col 


Or si l’on intègre = f(z) dz, le long d’un rectangle ABCD (fg. 10), 


Fig. ro. 


comprenant à son intérieur le point /, ona 


I LE 
LE da f: ain a roa sr 


a 


le LE a 
ZA = somme des résidus de — f(z) dans l’intérieur du rectangle. Or, 


s’il arrive que th , Soit pour æ infiniment grand, d’un ordre de 
CD +DA-+ AB 


grandeur inférieur à ZA, on voit que la formule précédente donnera 
une expression asymptotique de F(x). 


31. Halphen applique sa méthode à la recherche de la valeur asym- 


ptotique de 
Pt) S=o (1) 4+ 0( 3) EE", For), 


o(n) étant le nombre des nombres plus petits que » et premiers avec 
lui. Il trouve 


ore 7 
Pr) 7 (asymptotiquement). 


(Voir passage cité.) 
La même méthode s’appliquerait aux fonctions o,(n),0,(#),...du 
1222 | sa 

On trouverait facilement en posant 


Det) dela) Ke Hop) 
Ann. de l'Ée. Normale. 3° Série. Tome .— L 1894. 15 
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et refaisant un calcul à peu près identique à celui d’Halphen 


arti 


asymptotiquement), 
Cae ee 


F;_:(x) — 


c'est-à-dire pour # impair et égale 24’ — 1 
2 x 2k’ 
Prea(2)=1.9...0k 1) (2) 4 


32. Enfin voici une application très importante que se proposait 
Halphen, mais qu’il n’avait pu réussir, probablement parce qu'il 
voulait se servir de la décomposition de la fonction ¢(s) en facteurs 
primaires, décomposition annoncée, mais non démontrée par Riemann. 
Depuis, le résultat ayant été démontré, comme nous l’avons dit, par 
M. Hadamard, nous avons essayé de rétablir le raisonnement de 
Halphen, dans une Note présentée à l’Académie des Sciences (') et que 


nous reproduisons ici. | 
Le résultat que nous voulons démontrer est le suivant : 


La somme des logarithmes des nombres premiers qui ne dépassent pas x 
est asymptolique à x. 


On a (n° 23) 
HOME Le I 
He 2H bu Zrer(7+ gat) 


p désignant les nombres premiers. 
Soit 0(æ) la somme des logarithmes des nombres premiers qui ne 
dépassent pas x. 


she Poe a 
Si l’on ordonne la série (13) sous la forme >= la somme des » 
premiers coefficients est — U(r), en posant 


b(n) = 6(n) + 8(n?) + (nd) +. : 


et ce développement est valable pour les valeurs des dont la partie 
réelle est plus grande que r. 


(1) Comptes rendus, 16 janvier 1893. 


- 
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Done 


AB étant une parallèle à Oy, indéfinie dans les deux sens, et d’ab- 
 scisse supérieure à r. 
Pour évaluer cette intégrale par la méthode de Halphen, j’integre la 
fonction sous le signe ne le long du contour d’un rectangle ABCD 
(fig. 11); BC, AD étant à l'infini, CD étant à gauche de la droite a =r, 


Fig. 11. 


et d’ailleurs pouvant être curviligne, mais tel que le rectangle ne 


renferme pas d’autre pole que 1 de la fonction sous le signe jh 
On a 


et, par suite, 


D. co yt=s+f © 


Je dis maintenant que re 


BC 


et [ sont nulles. En effet, on a 
DA 


n(z+2n—2) RE CRE 
mil 
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Alors 


I ee A 
TT —— ls 
webs raop 


co 


n=1 
e/ BC ou DA 


T 


I 
1 Fe 2 i I Zz — 2 FLE 
RE tee us = 2) ———  —-C—- ara ÉRRTT SX pee 
21T a ( ‘) 2 2 n(s+2n— 2) 3 


~ 


I 


1 
_ 5 lost dz 


tend vers zéro, lorsque BC et AD s’éloignent indéfiniment, parce que 


chacune des parties de cette intégrale tend vers zéro. 
Il reste donc 


ARS ae x Es), 
Vase nf? ET 


Il reste à démontrer que 


I TE 
9(2) = —— [ + 
21T pa * 


est infiniment petit par rapport à æ pour a infiniment grand. 


Si l’on pose 


on à 


et, puisque la partie réelle de s est plus petite que 1, 


ed ee, 1 Pr 6'(s) z—4 2(z—1) 3(3—1) S 
o(z2)= eee [22-14 2 + 3 +... ]ds 
__ loga 


aes 
: f Sates. ja 
2iT Joo 5 


= [3 Fa) + = F(a?) +... , | —aloge. 


La série du second membre, étant convergente, on a 


: I I 
lim E F(2"x) + ee F(artix) +. | 0. 


nm @ 
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Posant 2 tæ—X, 


Sin ali | I ; 
= lim gr EX) +3 F(x) +...] = 
ou 
: = 9(X) + 2loga] _ 
dim | x a 
ou enfin 
; xX 
lim | | =. G: 10: Fy Ds 
Donc 


p(æ)=z(1+A), 


A devenant nul pour # =o. 
Ainsi (a) est asymptotique à x. 
Maintenant on a 
Ye) — 24 (a4) < (x) < Hw) 
ou 
1+ A’ 


Va 


Donc 0(x) est asymptotique à æ, ce que nous voulions démontrer. 


z[G+a)—> fs <eu +a). 


33. Ce résultat appelle quelques remarques. Comparons-le avec 
celui bien connu de M. Tchébicheff; ce dernier permet de calculer 
des limites numériques pour 0(æ), tandis que le précédent n’en 
donne pas. 

Par contre, le précédent permet de démontrer l’important résultat 
suivant énoncé, mais je crois non démontré par M. Stieltjes (') : 


Le nombre des nombres premiers compris entre x et (1 + h)x, quelque 
petite que soit la constante h, va en croissant indéfiniment avec x. 


En effet, la somme des logarithmes des nombres premiers, compris 
entre (1+h)æx et x, est égale à 


(t+h)æ(Gi+A)—x(i+AY=zx(h+A' + A'h— A). 


(1) Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, 6 mars 1893. 


°° 
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Le nombre de ces nombres est donc plus grand que 


æ(h+ A+ A'h—A) 
log(i+h)æ 


expression qui croit indéfiniment avec x. 
Remarquons aussi que ce nombre est plus petit que 


&(hHA ART A), 
logæ 


donc la fréquence des nombres premiers compris entre x et(1+h)x 


est plus petite que 
P P h+A'+A'h—A 


logax 


et, par suite, tend vers zéro. 
Enfin, remarquons que dans la formule (14) on peut achever l'inté- 


gration, puisqu’on connait le développement de ek 7 en fonction des a. 


On trouve ainsi 


2 incl loga 
Te Sap EO ee, 


Si, comme l’annonce Riemann, les « sont réels, on voit que la dif- 
férence 9(x) — a ne peut atteindre un ordre de grandeur supérieur 


1 
ha, 


34. La fonction y (s). — La fonction y(s) est la fonction qui est 
définie pour &(s) > o par 
fa 


X(8) = fence 
Nous allons montrer qu’on peut faire de cette fonction une théorie 
analogue a celle de C(s). 
Ona 


By (ath en (—1)* eke 2 T(1—5s) æs—1 
LOL = VON tests ;miae 


N C(s) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. [IQ at Le 
holomorphe 3 Dr. : 
i, a4 NT, € LÉ | … 
bl 10) =a 
; 
s/h deo 2 E ie =o, ; e 
¥(— 2k) = (— Lye Rk + )( = ic wee = : 
M 
a a 
Fu Vu ox ) Dai. 72) 
‘ 


: Re: fi E, E, xs? 
ete eee “ety a(s+4) — F4 .|+ rot epee" 


Nous jugeons inutile la démonstration ae ces formules, absolument 
analogues à celles relatives à la fonction C(s). 


ne Relation fonctionnelle : : 


al . ras) a aa 
a = Se J'ares 


Un pôle de la fonction sous le signe / est 
a (k+4) in, 
son résidu est 


Ts! 


‘ im: T 
sin (s —1) x =1c0s(s —1) A 
(2k +1)!-§ 25 


| (— ne 


L’ajoutant au conjugué, on trouve 


; : T 
— et sin(s —1) > 


Be en ee 
oa ours (2k +1)'-s 25—1 


Done, en raisonnant comme au n° 26, on trouve 


Pe bas) sins — rene 
x(s)=— - : = Re X(1= 8), 
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relation qui peut encore s'exprimer en disant que la fonction 


xo() TCH 


ne change pas par le changement de s en 1 —s. 


37. Valeurs de y(s) pour s entier. — De la relation entre 7(s) et 
y(1 —s), on déduit 
T 
LUI 
et 
2k-+1 E 
x(ak-+1) = 2 (F) wie 


mais on n’a pas les valeurs de y(s) pour s entier positif pair. 
Appliquant une méthode analogue à celle de la remarque du n° 28, 


Le ree ™ 65—1 dû ; 
on trouve les valeurs principales des intégrales f en fonction 
,  cosd 


de y. On trouve, par exemple, 


ve f 6 dé Etsy 


cosô 


™ 62 d0 
ve f con een 
0 


@ Weenie € 6 cle © OF n 6 Be 6 o less en ee 


38. Zéros de la fonction y(s) et décomposition en facteurs primaires. 
— Ona 
T(r — s) rt sin(s --1) = 
y(s) ( ) ( LE 
y(I— s) de 


Les zéros du second membre sont zéros de 4(s). Ce sont les nom- 
bres — (24 — 1) (4 entier et positif). De plus, il peut exister des 
racines f telles que 1 — f soit aussi racine. La formule analogue à 


celle d’Ruler 
EN Pets 
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s montre que y ne peut s’annuler si A(s) > 1. Les racines 8’ ont donc 
E- leur partie réelle comprise entre zéro et 1. 

On peut former une fonction 0(2), analogue à la fonction E(t), rela- 


= tive à C(s), qui n’ait plus pour racines que les nombres @’, liés aux 6" 
a par la relation 
Biat+a'i. 
Ss En effet, on a 
x : : LES 
EE 1 R\ 2 I+s eS anis B® 
a (2n +1) 4 2 ‘ 
EE ou 
4 = sal Tx 
= ; 2 $ D TS ESOS Eee 
3 : I (à) r(=*) = Bae Se We 
“4 (2n +1) \4 2 3 
3 Donc, en posant 
3 — —(an+1)2 5 
i d'—i(an+ie == OL), 
à 0 
4 ona 
“# a s—1 
T À I+s 2 — 
x(s) (5) rt) = f BPO (ayaa 
4e on 2 0 
Se Or 
a : 
se x* o( x)= (=) 
= comme on le tire facilement de formules elliptiques; donc 
= ; a DS Ne Ge 
ae T I+s i = me. 
a sy i= Tr = 25 (æ) dx +f æ * o(2)dx 
4 (7) 1) ge 
4 ee est Sy! 
3 = Ly ON CN OED +f 2 *9(x) dx 
ia 1 1 
z Via ee 
i - = == Ce 2 + 4 Jee 
a 1 
; Changeons s en ++ di, et posons le premier membre égal à 0 (4), il 
. vient | RE 
= a(t)aaf a *cos = loge 9(x) da. 
es ; = ieee. : 
2 Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — AvRIL 1894. 16 
be z 
i! 7 


hé. OO 
& 
| 
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On démontre identiquement, comme M. Hadamard l’a fait pour 
E(z), que 9(z) est du genre zéro en 2’. 


39. Applications arithmétiques de la fonction ¥(s): 
10 EEE 
ne. (= 1) 2 
a 


le nombre premier 2 n’entrant pas dans le produit 


pt pat 
AC NI) [= : Sr Len DEEE | 
“= ¥ logp| ——— — =+—— +... |. 
a ee pp ans 

En opérant, comme on l’a fait au n° 32, on démontre que, en 
posant 


pti 


> (—» * logp = 9(2), 
1 


o(a) est infiniment petit par rapport à x : 


a et 
> (—1) * logp=Ba; 
i 
d’autre part, 


x 
D logp = x + Ax. 
1 


On en déduit que la somme des logarithmes des nombres premiers 
de la forme 47 +1, qui sont plus petits que a, et celle des logarithmes 


des nombres premiers de la forme 4x — 1, qui sont plus petits que a, 


sont asymptotiques à . 


SUR LA FONCTION C(S) DE RIEMANN ET SUR DES FONCTIONS ANALOGUES. 123 


CHAPITRE III. 


40. Les séries Ÿ = et > aa du Chapitre précédent présentent 


ce caractère commun que les coefficients «, s’y reproduisent périodi- 
quement de un en un dans la premiere, de quatre en quatre dans la 
seconde. Nous sommes donc assez naturellement amené à étudier les 
séries dans lesquelles les coefficients se reproduisent de p en p, c’est- 
à-dire les séries de la forme 


| Des oy cae oe ie ee 
erie) Sprays (PR +p) 
CONVERGENCE DE CES SERIES. — THÉORÈME. — Sa, + @,+...+ 4,30, 


la série est convergente pour &(s)>1, et divergente pour A(s)<1. 
Sia, + %-+...+ &,= 0, la série est convergente pour R(s) > 0, et di- 
vergente pour R(S) <0. 

I] suffit d'appliquer la règle du n° 18. La somme des fp premiers 


coefficients est égale a 
. (di a+... + ap). 


L’abscisse de la droite de convergence est done égale à 


logik(e, ae. ate &p)I 


lim sup. 
pied logkp 


2 c’est-à-dire que cette abscisse est égale à 1, sia, +a,+...+ 4,40, 
a eta osia,+%,+...+%,=0. < 

1 41. Séries premières et non premières. — Un premier exemple de ces 
3 séries périodiques est obtenu-en multipliant >. — par une expression 
4 de la forme - : ; 

1 | ee eS 


es Ys 


ee ee LER TN Yor 
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On obtient ainsi le produit 


On démontre facilement que, dans ce produit, les coefficients se 
reproduisent périodiquement de M en M, M désignant le plus petit 


commun multiple des nombres 1, 2,..., 4, dont le coefficient dans 
ah 


75 est différent de zéro. 


CA CA 
la somme — + = +...+ 
L° 2 


Exemple : 


(1 I ne Cr à J oe re ee I # 
la (ati (aa) Ga+ay CS (a) [aes 


| 


(qui présente cette particularité que les signes en sont alternés ). 
Que l’on multiplie la série ainsi trouvée par une nouvelle expres- 
sion de la forme 


et l’on trouvera évidemment une autre série périodique, car cela re- 


vient à multiplier >> par 


ay By an Br’ 
TH ARE ATV 


La période de la nouvelle série sera le plus petit commun multiple 
des nombres 1, 2, ..., Ah’ dont le coefficient est de zéro, c’est-à-dire 
MM’ (M désignant le plus petit commun multiple des nombres 1 
2, ..., k dont le coefficient est différent de zéro ). 

Plus généralement, soit une série périodique de période-g 


, 


E. 
§ 
2 
‘4 
à 
> 
4 
i. 
= 
a 
- 
Ey. 
Z 
# 
= 
a 
es, 
a 
4 
4 
z 
J # 
À 


BR M D eR TEES te 


\ 
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: as 
qu on multiplie par 


Bi Bs Bn. 


(eG Meee aa 


Soit M le plus petit commun multiple des nombres 1, 2, ..., À dont 
le coefficient est différent de zéro. On démontre facilement que dans le 
produit les coefficients se reproduisent périodiquement de Mg en Mg. 


#2. Donc les séries périodiques peuvent se distinguer en deux : 
1° Celles qui ne peuvent provenir de la multiplication d’une autre 
série périodique par un facteur 


2° Celles qui en proviennent. 
Nous pouvons appeler séries premières celles de la première espèce. 


1% Exemple. — Cherchons la forme générale des séries périodiques 
de période 3 et non premières. 
On doit avoir 
Mg = 3, 
done 


ou 
Mt, Gras 33 

L'hypothèse M = 1 ne donne rien. Reste M = 3. Les indices des nom- 

bres @ doivent être diviseurs de 3, de sorte que la forme générale cher- 

chée est 


\ 


CODEC EDR 


. 5 . I I 
c’est-à-dire les séries dans lesquelles les coefficients de = et de 53 sont 


2 


égaux. 
2° Exemple. — Formes générales des séries périodiques non pre- 
mières de période 4. 
MO: 


gaat ou M2; G=4; 


126 E. CAHEN. 


ce qui donne 


os 98 35 As 
et 
a, | Ae Yar Va 
ne (I 
_ Sys 4 Ait ah 4 AU 4 HE) + 
FT 1° 25 35 4s 


D'ailleurs ces deux formes ne sont pas distinctes : la série (15) se 
réduit à la série (16) en y faisant 
Bey: Ba = 1 (Ya — 1) + Le Yu 6, = (te — 4) Yr + He V2. 
Remarquons que la série y(s) est première. 
3° Exemple. — Forme générale des séries non premieres de pé- 
riode 6 : 
Mi 6, ql, 
M =3, =, 
M2. JE 


d’où 
Gone as) 
= (Ci Bice Bs, Bots, Bet, D BBB 


[(2+2)+...| (+2) 
1 98 LS 38 


= (SB 4 Sh 4 Smet LA LA, aN es) | 


~ 


1° 98 3s 4s 5s 6s 


Oy | Oe es) d 
ries)+. | Ge 


0194 da ed, 90, Oy + QO, yg, + 90 
2 \ ae Sg : + = + 
1° 9s 3s As 55 6s 


a on ary 
D'ailleurs la seconde série n’est qu’un cas particulier de la premiere; 
on l’obtient en faisant 


SiS y), Ba = (%2—o%) y B3 = 1 Yay Be = (a; — a) ys, 
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D’une Hagan générale, si p est pair, la série obtenue, en faisantg = 2, 
n’est qu’un cas particulier de celle obtenue en faisant g =1, puisque 
la série à période 2 


est égale a 


43. Le cas où la période p est un nombre premier est particulière- 
ment simple : il faut prendre alors 


q = 1; M=>p, 
et la série est de la forme 


ee ei 8)... 
I 2 (p —1} or 


C’est la seule forme de série périodique de période p qui ne soit pas 
premiere. 

En général, soit À le nombre des diviseurs de p : il y a À — 1 formes 
de séries non premières, si p est impair, et À — 2 seulement si p est 
pair. 


. Series indépendantes. — Toutes les séries périodiques de période p 
s eat linéairement en fonction de p d’entre elles, tellement 
choisies que le déterminant de leurs coefficients soit différent de zéro, 
par exemple en fonction linéaire des p séries 


Ode CEE Der DA, D). 


Mais on peut aller plus loin. Soit d un diviseur de p, 


Des pd, 
Ona 
ECS) + Ela(s) +... + Eh a(s) = p(s). 


On pourra établir autant de ces relations qu’il ya de diviseurs de p, en 
n’y comptant pas p lui-même; car, pour d = p, l’égalité précédente se 
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réduit à une identité. Done, en désignant par À le nombre des divi- 
seurs de p, on aura À — 1 équations semblables. Comme, d’ailleurs, 
chacune de ces équations contient une £ que les suivantes ne contien- 
nent pas, ces équations sont distinctes. Donc on peut exprimer les 
p fonctions € en fonction de p — À +1 d’entre elles, qui ne sont pas 
d’ailleurs p — À + 1 quelconques d’entre elles. 

Parmi ces p — À + 1 séries, on peut en choisir À — 1 ou À — 2, sui- 
vant que p est pair ou impair, qui ne soient pas premieres et qui s expri- 
ment, par conséquent, par des séries de période moindre. 


1% Exemple : p= 2. — Une série indépendante ¢(s). 


2° Exemple : p= 3. — Deux séries indépendantes, par exemple, 


Ki(s)= (G45) + (ge Re) + ti 5) 
X.(8)=(5—3)+(G—H) te 


On obtient facilement 


I I J I 
StS) = at 7e + oa +e = Aus) + Xi(s)l, 
Bis) a2 ee et Xa X 
2 9s 5s 8s Mowry Leet a 2(s)], 
ER eee ue 
te LETTRE Eee 
3° Exemple : p— 4. — Deux séries indépendantes, par exemple, 


C(s)et y(s). On trouve facilement 


BG) = + += (1 SE LO 
E(s)= +e st) (EE) 

4: 
è Le BS _ &(s) 1 (s) 
Es(s) Sas aay > Tee 5) 2 : 
(= +g +. PC, 


2 


7 


‘ 


be 


+ 


A OS 


Le AR 


EN OT 


re 


M 


cabine à À ad à bb 


ee ON US db tr ts 
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4° Exemple : p — 6. — Trois séries indépendantes, parmi lesquelles 
on peut choisir C(s) et X,(s). Ete. 


45. Cas où p est premier. — Ce qui précède montre les simplifica- 
tions qui se produisent dans le cas où p est premier. Dans ce cas, il y a 
p — 1 séries indépendantes, par exemple les suivantes 


Ob a? ct * 


P(s)=—= : #2 a a 
Xk (8) Lin (Greta)? Gl pa aes) ph py 


\ 
( 2kiT 
Re D 1) pe ) 


ou bien les suivantes 


H(s)= Yi Gap (2,7, pi), 
= 0 


et ces séries appartiennent bien à la période p, en ce sens qu’elles ne 
peuvent s’exprimer en fonction de séries à période plus petite. 
Nous nous bornerons donc maintenant à ce cas de p premier. 


46. Relations entre les deux systèmes de séries indépendantes. — Il 
existe nécessairement entre les deux systèmes de séries y, et &, des 
relations permettant d'exprimer les séries de l’un des systèmes en 
fonction des séries de l’autre. 

Posons, pour la symétrie, 


HSE) w= BOL npE 


On a 
Vala Kate Joe pS Per 


dia + LaX2 ++ + ApXp— Pep, 


ayy abt ys... + ab Xp phe, 
Xp a Oty 


Nous supprimons l’indice supérieur qui est toujours p. 
Si l’on élimine y, et €,, il reste p — 1 relations qui permettent d’ex- 


primer un système de fonctions, en fonction de l’autre 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI.— Avni. 1894. 17 
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47. Relation fonctionnelle. — Ona 


Ti—s ool 
yes) — = oa dz. 
e-*—e P 
: Cc 
Un pôle de la fonction sous le signe Ni est 
r(e-) 
RET RO 7) 
Ie 


w étant un entier quelconque, positif ou négatif, et le résidu corres- 
pondant est 


PE Tu _2imk 
2 e P 


%, (22) CASE CREER 
P (wp — k)i-s 


Donc 
Red 
P(1—s) P ft (op — AY 
oe re CT a (I 5)] 
= (2) he Enr Pr re |. 


On ap—tr relations de cette sorte, dans lesquelles, d’ailleurs, on 
peut ne laisser subsister que les fonctions y ou que les fonctions &. 


48. La fonction y,(s) est holomorphe. — On le voit immédiate- 
ment par la formule 


L'intégrale reste finie, et les valeurs 1, 2, 3, ... de s qui rendent 
Ti — s) infini annulent l'intégrale. 


49. Valeurs de ces fonctions pour s entier. — Il est d’ailleurs facile de 
déduire de cette formule les valeurs de y,(s) lorsque s est un nombre 


entier négatif. En effet, dans ce cas, la fonction sous le signe [ étant 


5% 
Pr 
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uniforme, l'intégrale = 2ir, multiplié par le coefficient de — - dans le 
développement de cette fonction. 
On peut poser 


I 
0 + A, 2+... +A, crt 
CRC 


eeey 


les coefficients A,, A,, ... se calculant de proche en proche par les 
formules 


he sey ads Era, Ay aan 
CRE NS 


de sorte que le coefficient de — dans le développement de ae 
e*—eP 
est A_,. 
Donc 


(see Vas) AS, 
c’est-à-dire 
Xa(— 1) =P (1+ DA; 


l'étant un entier positif. 
Considérons la relation (17); remplagons-y s par — /, il vient, 
d’ gees ce ie précede, 


ge. 2 2x iw 
A or =; Re P Le” = co r(1+l)+e ru +O] 


ou, séparant les parties réelles des imaginaires et posant A,= a, + tb,, 


+ cb (=) (cos 27 nl) 
=| == seh Fc 
APE P P P 


X }eos(0-+1) 5 [Ex (142) + Ep—4(t+-2)] +i sin (1 +1) [éx(1t ¢) —E,-4 (1+ 4)] 
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ou 


cos(l +1) = [En(t +l) + 6 + 0] + ésin(l+ D) 2 [Ee + 0) — pet + D] 


+1 
= — (=) * (cos + tsin 225) (ait by), 
P P P 
d’où, changeant /'en / — 1, 
lt 27 \! 2KkT { 2) 
— | À =—| — mt D, RE 
cos EE (D + Ep-n(D1=— (22) (ar cos — be sin 2 ), 


br : (22) ( 2kT / 7) 
EU) = EDEN Dj COS —— + ay Sin —— }- 
sin — Céx(2) — Ep—z(4)] 3 11 5 11 D 


Si l'est pair, la première équation donne la valeur de &(2)+ &,-4(2), 
mais la seconde ne donne pas celle de £,(/)— &,_,(2), parce que les 
deux membres sont nuls. : 

Si J est impair, la première équation ne donne pas la valeur de 
E,(1) + €,_,(2), tandis que la seconde donne celle de &,(/) — &,-x(4). 

Ainsi la série 

I 


Ç I 
Ex(s)+ Eres) = 2 (K+ py (pk + np} 


: : : 2k 
s'exprime pour s pair, en fonction des transcendantes 7, cos ae 
+ 2kT 
sin —: 
La série 


I 


= I 
Ex(s) — ee (kK np) (p—k-+npy 


s’exprime en fonction des mêmes transcendantes pour s impair. 
Ces résultats sont d’ailleurs dans Euler, qui les tire de l’égalité 


T(c—m 
cos ( ) 


on x x x x 
ef pe Se 1 — Tete I = a À 
mt m—n n+m DU NUL 3n+m 

n 


cos 


qui permet de trouver les fonctions symétriques des quantités 


I I I I 
» mme EG di Do | LIRE Fan ee tes nn 0 
n—m n+m 3n—m 3n + m 
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et par suite 


> res 
- Lah Et )r = nf [CR+DR+mT 


On peut arriver au même résultat par un calcul d’intégrale définie. 
” On trouve facilement 


2 [((2h+1)rn—m] [(2h+1)n+m]s 

es I a 1+(— 1) 
= = — s—14n—m+1 2m 
=tyf ( Li) t ms errs Crab 


Appliquant a cette intégrale une méthode analogue a celle du n° 28, 
on obtient une relation entre la somme cherchée S, les sommes d’in- 
dices inférieurs et la valeur principale de l’intégrale 


He HE oe ae Een VA 


= rae ce enib 


Or cette intégrale est purement imaginaire, quelle que soit la valeur 
entière de s. Donc ce calcul donne S de proche en proche. 
On pourrait de même considérer 


(— ne 


QE I 
à => [(2k+r)n— ml} ie [(2h+1)n+m)p 


En fonction de ces sommes s’expriment les valeurs principales des 
intégrales 


ei _ enib 


T —mi0 s+1 pmid 
P Cm — 1 e 
AL Dre CC dd 
0 


Si dans les sommes S on faitn =p, po — k, il vient 


naa I (— 1} 
: S= 2 Gp t (hp + p —h)s 
=0 


=§,(s)+Ep=n(5)— sis est pair 
HO 710 si s est impair, 


de sorte qu’on retrouve les résultats précédents. 


D ÉD QD a À LS a dc 


50. . Exemple : p= ta} xe 
Betts le cas simple de p = =e 


7a(8) aN 
J I 
1S Fes ne ALU < 


(= +R te 
RAR 
CS here 


Relations entre les x et les £: 


ES ete Mit yet y= 3h, œ 
Qi X1 + A2X2 + Xs — 3s, 
Lo Y1 + Xe + X3— 3Ës, s 


| Xa = 3°Es; | - À a 
d’où ~ ; 
: x 3s—2 7 
EF ( Xi %2) + a get (1X1 + A2), < . L 
3s -2 
bat) + a — 3s-1 Caux + ae %2) = 
: et ee : 
= ge (LG 0) + Be] Et LG 4) + Sen] Es |, 


A an { [(1— a1) + Sa ]&+ [u— Ae) + 35%] Es |. 
Relations fonctionnelles : 
L if Pea | it it 


anid sat Rs neue eco]. 4 
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À Remarquons qu’on peut donner à ces relations une forme Po 
2 simple. Pour cela, ajoutons-les et retranchons-les. 
; Posant 
og LA ne A I I I 
4 Go 
1) LR iy A oe 
4 Et: Xi(s)— (; - =) + € =) eer eee 


: Ona d’ailleurs 


I I 2 (La) à 
etat (Eh) se RE op 


1X1 — La Xo — (a, — a) Ie — =) + (z — 5) +.. 4 —(o— a) Xe(s). 


Les relations deviennent alors 


I ot 3?!) X,(s)= 2 (FE) costs —1) : X,(1— s), 


a es T(i—s) 3%—1 3 
Bee Seal 
L reg 2 6=—2 (F) sin (s —1) = X,(1—5). 
4 | Sous cette forme chacune des relations ne contient plus qu'une 
4 fonction. La première n’est autre que la relation connue entre ¢(s) et 
C(r—s), car 


ya TOI) 


mais la seconde est nouvelle. Elle peut s'exprimer en disant que la 
_ © fonction 
4 : KT (ES) (5) 


ne change pas par le changement de sen 1—s. 


a ‘ 15. Appliquant à ces fonctions X,, X, les calculs du n° 49, on trouve 


Ra x Que 


7 TR 


ars 
= Bee pat 


my 2 


inf, 7 
rar Cor Ay 


i 
+5 RL Cr} — ef | 


4- 


Lil, ™ 9-16 . 
Met) ne : a (ef 1+ 2 cosÿ DE (+ =) 6) 


# ls À + ha) kale) hat is (+) X20) 


S 


re PRE RON ME 
(ay et ay ee 3 = 
@—1) on 


qui permettent d'exprimer X,(s) lorsque s est pair et X, lorsque s est 
impair, et aussi les valeurs de 


~~ 


~ T 0 
> 6-1 cot . A 
VP 4-2 dO ; ; 
À I+ 2 COS 0 : 


. ~ 


en fonction des sommes X,, et celles de 


Tw = 
{ odd y 
: 1 + 2co0s@ 


en fonction des sommes ae 
Exemples : 


Loft: dit 7 À) 
REG nr: 


X, (3 ae 


= 


JE Soe BN ES 


da 


shade ba) ne 


\ 


vi Bt CS hk ee TE 0 OR ERA ER AU 2 à 
‘ AA : Dhiba aa oie eb 


FER Sy 
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92. Zéros de X,(s). — Par la considération de la relation fonction- 
nelle, on voit que X,(s) admet pour zéros les nombres impairs néga- 
tifs, et d’autres zéros « tels que 1 — « soit aussi un zéro. 

Ona 


X.(s)= J] Der 


p désignant tous les nombres premiers excepté 3, et prenant le signe 
+ si p=1(mod 3), le signe — sip==—1 (mod 3). 


53. Généralisation pour p nombre premier quelconque. — Ceci nous 
conduit naturellement à chercher s’il existe pour p, nombre premier 
quelconque, des séries analogues à X, et X,, c’est-à-dire jouissant 


d’une relation fonctionnelle analogue à la relation entre C(s) et 


(18) 


C(1— s). 


Pour cela, considérons la série la plus générale 


Ca GE 


— . di a 
D> (pny * (pn +ay CT (pn+p—iy 
1t=0 


Si dans l’équation (17) on fait successivement 4 — 1, 2,..., p—1 
et que l’on ajoute après avoir multiplié respectivement par 


2 DEA 
eee PC A ue 


il vient 


| f D AO Anat ee + Apr Aa + AO +... + An Ab! 
T(i—s) ie ae 


+ 


(p—1} P° 
27\s—! (s—1) ae DES Gs 
= (=) % > ee + piss gee ayes 
—(s—1) T ay Fe Ca a -s aAp—1 ‘ 
Te > pis gis VS (p —1)!-5 


Ann. de l’Ée. Normale. 3° Série. Tome XI. — Mat 1894. 18 


By Ap—1 + do He. + Apr 2h 4 - Ay + Ag+... + Ap 


| 
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Cherchons à déterminer a,, az, ..-, @p-, de sorte que 


a a ce ee 
(a) SR ee 
dpi aAp-2 ay 


— 1 
A+ Aga? +... + Ap OF 
(19) ay 
= 2 p-1 
__ dia t+ Aa? +... + Ap 18 1 ditp-103ap ste. + Appt, 


Aa Ap-1 


(y) Gt+at...+ ap 1—=0. 


Si ces conditions sont remplies, on voit que l’équation (18) ne 
contiendra plus que F(s). Elle donnera une relation entre F(s) et 
F(i—s). 


54. Voici une premiere solution des équations (19) qui se présente. 
On satisfait à ces équations en posant 


(x) 

dn—=\— )"* 

P 

On sait, en effet, d’après Gauss que 
h=p—1 


5 2AiT é@ PET 
8 AC À RS Wy à 
x ( PS 


——¥ | è 


> 


1 2 
La valeur commune aux rapports [ 8(19)] sera alors Ne Vp, c’est- 
à-dire 
+ Vp si p= 1(mod4), 


+ iVp si p=—1(mod4). 
Ces valeurs trouvées pour les coefficients a, satisfont, d’ailleurs, a 


toutes les conditions (19) comme on le voit facilement. 
Par suite, la fonction 


ONE) (a 


(pei (pa+ay Grp 


(20) ts) sc 


h=0 


bis 


Re ie ab: | 


gi tte Li fa a 


L: 


\ 


ee 


AVE 


RON “ AA 
bai ais Lie à 


EREVAN PEN NP eee 


PAL à 
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satisfait à la relation 


1 : À 
ami — F(s 2T : (sSay See 
“ial St 
ou 
(p—1)(p—3) 
fae F(s ee — 
WP ge =2( =) cos(s+ 2=*) Fray, 


c’est-à-dire 
ee F s—1 
Prey (EE) acer ap seman 


Pre = (2) 2 sin(s—1) 2R(s) si p=—1(modé), 


relations qu’on peut encore exprimer en disant que 


s 
T 


Fr (à) (2) ° dans le cas de p= 1(mod4) 


ou 


F(s oT() (5) dans le cas de p= —1(mod4) 
ne change pas par le changement des en 1 — s ('). 
On établit facilement les valeurs de ces fonctions pour s entier po- 
sitif et pair si p=1 (mod4), sentier positif et impair si p==— 1 (modr). 
On trouve aussi les zéros de ces fonctions qui sont les entiers né- 
gatifs pairs dans le premier’cas, les entiers]négatifs impairs dans le 
second. 


(1) Considérons lesjséries de M. Hurwitz (voir Introduction ) 


I py a 
wai >, (8) as 


1—(—t) 8 


étendue aux valeurs impaires de », non divisibles par p. Lorsque p =1(mod 4), cette série 
A n 
est identique à la nôtre D (5 


Ê : Fa . 
> (2) Fe a comme période 2p. 


Va Mais si p=—1(mod4), la série de M. Hurwitz 
i e 
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55. Comparaison avec les séries de Dirichlet. — J | vient assez naturel- 
lemental’esprit de comparer ces séries à celles qu’a employées Lejeune-* 
Dirichlet pourladémonstration de son beau théorème sur la progression 
arithmétique. 

Soit g une racine primitive de p. Soit y l'indice d’un nombre en- 
tier n, cette racine primitive étant prise pour base. Soit w une racine 


de l'équation æ?-' — 1 — o. Ces séries sont 
ier 
De 
g étant choisie, l’équation x?-'— 1 —0o a p — 1 racines, ce qui donne 


p — 1 séries de cette forme. Je dis d’ailleurs que, si l’on considérait 
une autre racine primitive g’, elle donnerait les mêmes séries. 
En effet, on a 
g'= eg" (mod p). 


Donc soit y indice de n dans le système de base g; 
aly » dans le système de base g 


Ona 
av =y (mod p —1). 


D ren (@2)™ 
noe ns” 


: y a)” à : 
et l’on voit que la série D — — est la même que celle qui, dans le se- 
cond système, aurait été ot avec la racine w* 
Les séries (20) sont des cas particuliers des séries de Dirichlet; car, 
pour w = —1, la série de Dirichlet se réduit à 


Done 


: 
sore) 


Maintenant on peut se demander si les autres séries de Dirichlet sa- 
tisfont aux conditions (19). Mais il est facile de voir qu’il n’en est pas 
ainsi, et qu'il n’y a que les séries correspondant à © = + 1 qui y satis- 


14t 
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fassent. En effet, on doit avoir 


qd CA = qyind ici Ab gels geal) gP—4 4 qind.4 Os ai yids? a2 29 


œindel ‘ or gyind.2 
ou 
Wak + Das +... + WPT ABP! mae... wP las 
= = 3 =,,,;: 
ou 
OF + OA +... + Pas PB (a8 + wae +, ..); 
.d’où 
me 
Comme 
@P-1— is 
il en résulte 
ON, 
d’où 
eat (*). 


56. Il reste donc maintenant à trouver toutes les séries qui satis- 


‘font aux conditions (19). 
Pour cela égalons les rapports (19g) aS, il vient 


‘ 2 —1 
91 Ge Og Og cet Apa ae 


2 =. 
Qt Og lier lp 10) 
ay, Cr 


2 A 
heu Jah ol np ide s 


pi 


v 
(1) Les séries DE donnent lieu à l'identité 


q désignant tous les nombres premiers, excepté p, et zx étant l'indice de g. On démontre, 
d’ailleurs, facilement que ces séries sont les seules parmi les séries de période p qui 


jouissent de la propriété . 
lil 
| D 


a 
À 
P 
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ou 


a,(a,—S)+ A, 027+... + Ap ah -'*=o, 
Aide + ag(a2—S)+...+a,_,a3°'=0, 


(ay) Shen eve ee se ol HLS eel ey ele Ore) w mel m=) male te eee > 
| Ans Ay ats ee oe Op (Oe D) 0 
1%4p—1 2% p—1 COR PUN pt > 


Nous avons donc pour déterminer S l'équation 


a,—S a ai an! 
3 p=1 
Ca az—S a3 ar = 
p(S)— oO. 
2 = 
one CA PR D AUS 


57. Pour résoudre cette équation je remarque qu’on peut l'écrire 
sous la forme suivante. Soit g une racine primitive de p 


2 gP=1 
ag—S ag ag 
gs 3 
at ae —S ... ag 
1 1 1 = 
(22) 9(8)= =o. 
ogh* ag ash * —§ 


Sous cette forme, cette équation est un cas particulier de l’équation 
suivante 


a —S b CREA ee eek l | 
b CS tl ee ee eee a 
2 elle . eo lee . . ee <i 
l a ber aR 2 à 


La décomposition d’un tel déterminant a été donnée par M. Glaisher, 
sans démonstration, dans les}Comptes rendus de la Société pour l’avance- 
ment des Sciences (1877). Voici comment on peut y arriver. On a 


a+S b SE ee cae 

b r+- Sed... eek f 
ME ee ves 

l a SA ea ea 

d’où 

H—S? H’ Horn ee) 

He-) HS? H' ... He) 
4(8)¥(—8) = ne pl 


H! A" tales 2 Hes? 


\ 
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n désignant l’ordre du déterminant, H désignant la somme 


ee Ee el bn LS ne 
À \ 
Ê 


” 


4 M+b+c+,,. +, 

4 

3 et H® la somme des produits de chaque quantité a, b,c, [par celle qui 
2 la suit & rangs plus loin, et où il faut remarquer que 

2 

4 HY) — Hs), 

4 

à J 

4 Y(S)Ÿ(— S) est donc un déterminant tournant. On voit, par suite, 
4 qu’on a - 

4 PS) Y(—S) — I] (H — $?+ oH’+ wo? H'+...4+ 0"! H-1 ) 

4 

= 


=[[|tqrertoret. torn (ar ls Sat aa) -8*], 
6) Os aye 


oe, 
es 


17 


le signe [I s'étendant à toutes les racines de l’équation 


oa” — [ — 0. 


Les n valeurs de S? sont donc données par la formule 


y- 
2 
A 
‘74 
4 
= 
A 
.. 
À 
- 
a 
> 
_ 
Zs 


b l 
Sta (atodtotet...torh(atl+ Ss Seton e <a) 
[0] (A) w 


Ces valeurs sont, d’ailleurs, deux à deux égales, excepté celle qui 
correspond aw = +1 et celle qui correspond à © = —1, cette der- 
nière n’existant que si nest pair. 

Par suite les racines de Ÿ(S) sont données par n expressions de la 
forme 


YR RAN RATES AU 


LR DER A 
STARTER DNS 


b Cc l 
EN GE OR Oe O11) (Bg ee a |) 


% dans laquelle on donne à w ses 7 valeurs et devant lesquelles il reste 
1 à choisir le signe. 
3 Or, je dis qu’ona 


4 3 ! b Eu 
2 nu | x[] [sa(at od. rot) (ar des =i) 
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si n est pair, et 


(a | 
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| b(S)=[S—(a+b+...+]))] 


l 


/ b 
xf] |S\—(a-+ad+. 4 other 24e) | 


! 
si À est impair, le signe | | s’étendant aux racines w, de façon que w 


et ~ parcourent toutes les racines excepté + 1. Autrement dit, à part 
G) 


la racinea+6b+...+/etla racine a—b+...+h4—Z, qui n’existe 
que sin est pair, toutes les autres racines sont deux a deux égales 


et de signes contraires. 


En effet, donnons à a, b, c, ..., k, {les valeurs particulières 
d=, b=0; €=6, : k =o, i=? 
Alors 
1—S o o —S o re) I 
0 —S o I o —S I o 
p(S)= =(1—S) 
oO fe) I fe) 0 I —§ re) 
Io — $ I oO o —S$S 
1—S 0 o I 
0 1—S I 0 
Te SY le Mantes 
oO 1—S —S o 
1—S oO 0 — S 
1—S 0 o I 
o 1—S I 0 
4 à CRD À PEN PE : 
—S—I fe) 
oO —$S —: 


(84 sl sy"? Àl 


nN . 

n P . ; . 7 . , 

| : | désignant le plus grand entier contenu dans 57 ce qui vérifie la 
décomposition annoncée dans ce cas particulier. 


Sal 


om wi at wie 


=? 
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Cette décomposition, ayant lieu pour certaines valeurs réelles de a, 
b, ..., d, aura lieu pour des valeurs réelles voisines, car les racines ne 
peuvent sauter brusquement du positif au négatif. Les égalités (23) 
et (24) étant vraies pour une infinité de valeurs de a, b, ..., J sont des 
identités, par suite elles sont vraies pour toutes valeurs dea, b, ...,/, 
les deux membres étant entiers ena, b, ..., d. 


58. Revenons maintenant à l’équation (22). Ici n = p —1 est pair; 
on voit alors que les racines sont 


QE + a8 +... + ash, 


as — of —...— as" 
et 
2 1 os" as?" 
CES DA oa GP eee )(as + oe ce ae 
(A) GP 
D'ailleurs 
QE + QE +... + oP —— 1, 
1 { . aa, 
Pal deat Ua = + sip =1 mod 4) 
of — a8... — 8h iP p — VP. oe ( , 
Livyp sip=—t (mod 4) 
et 


gp—1 


‘ ad ; as" as 
(AE + GE +... + wPt as? D(ar+ Root <=) 


—H-+oH’+...+ 0727 H?-» 
EE, p—i DE | 


LE — ——-+14 
=—1I— 8) — w’?—...— » ? +(p—iI)o ? —o ? é 


= — @?-) 


Det 


Doi Ep, 
pi 
suivant que © ? = Er. 
Done, finalement, les racines de 9(S) sont 


aux mêmes degrés de multiplicité. 


Er) à P 
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PS 


La somme des degrés de multiplicité des racines +7 vp est : 


‘ eta ' 5 Ae 
La somme des degrés de multiplicité des racines + vp est —H— —- 13 


à j—18 
en y comptant la racine 1 Vp 
L’équation (22) est done complètement résolue. 


59. Considérons d’abord la racine —1. Etant simple, elle n’an- 
nule pas tous les mineurs du déterminant (22) : done elle donne 
pour @,, Gy, ..-, dy un système unique de valeurs, qui est d’ail- 
leurs 


a, — A9 —.. - — Ap-1+ 
Ce système de valeurs ne satisfait pas à la condition 


dj + dE... ++ Ap-1 —0; 


mais il correspond à la fonction 


pour laquelle on trouve facilement une relation fonctionnelle. 


60. Considérons maintenant les racines + yp, + à Vp. 

A l’une de ces racines correspond au moins un système de valeurs 
Cin dager ys 

Ces valeurs satisfont à la condition 


Qj Ay Fes. Ap, = 03 
car ajoutons les équations (21), nous obtenons 
(S +1)(a+a,4+...+a)-1)=0, 


et puisque S >< — 7, 


Ay Aga oi. = 0. 
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61. Plus généralement, le premier membre de l’équation en S 
étant un déterminant symétrique, soient S, S’ deux racines diffé- 
rentes de cette équation, soient 


dis a, CIN CU) Ah 
Ca iene os son an 
deux systèmes de valeurs de a,, a,,..., a,, correspondant respecti- 


vement à S et à S’, on a, d’après une propriété connue des équations 


de cette forme, 
| Q,@, + 4,0, +... + apa, =0, 


62. Je dis maintenant que les valeurs trouvées pour a,, a,,...,a, , 
satisfont aussi aux conditions (19,). 

En effet, ces équations expriment que les deux coefficients a, et 
d,-, Sont égaux ou égaux et de signes contraires. Or il est visible 
que, si dans les équations (21) on fait a, = a,_;, deux équations équi- 
distantes des extrêmes deviennent identiques à cause de 


La, es 
Ap — Lys 


ie —Is, . ; . 
et qu'il reste rc équations pour déterminer a,, @,, ...,a 


i} 


savoir 


— O, 


Q(t +ai ) Haas +ap*—S)+...+4,, d + dy 


ee et ai - = ee cle sr nt oueatie el 6s) efieiie ele elle peansre ee ser 9 ese eee + à 8 + +» + ee 0 0 + 0 6 


AN TR PTE TRE 
© 
Qt 
| 
2 


De même, si l’on fait, dans ces équations (21), 


ap — — ap- ky 
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# ° ‘ P = L ‘ ° 
elles se réduisent encore à 5? à savoir 
| (= een 
ay(a, —al'—S§)+a,(a? — al?) eet A, \ty — % — 0, 
na 
(LE) 
Q,(a% —axÿ"1) + G3 (GF AS) ERA A Ne ee, 0, 
Go) War 
Lie 
Fa 2 D) —— pee — 
ay (e= =) + a2 (te os =) ++ na ia, ET 
2 io a Zi 2 2 2 2 


Donc les coefficients a,, as, . 


tions. 


.., Gy, Satisfont à toutes les condi- 


63. Remarque. — Des équations (25) on déduit pour déterminer S 


Ms : , 
l’équation de degré 


rl 
œ a? 
Ca Xi 
Do ( S) ae 
a ae 
Anes Oat 


P — 
2 


2 


ls sie ee, "Fe ee 


CCR eae rel el «mat EN 


2 p—2 
Ai — Hy 
a; —ab"t—$ 


p-i PE 
2 ase 
a, +, 
p—1 —1 
: Pag 
ae + as 
as O, 
—1 —1 
os at 
Synge les 
mar) x 
p—1 —1 
TE +t 
Cys stg 
—1 —1 
Ë Las +1 
La — 
= 0; 
—1 —1 
ee +H 
Spe 
ue Si 


Ce qui montre que l’équation (22) doit se décomposer en ces deux- 
là. La décomposition est, en effet, facile à faire. 


LS 


2. 
à 
4 
4 
= 
= 
D. 


oa 
À 
À 
2 
FL. 
s, 
a 
Feit. 
ist 


PO ST Le ee Saree 


Tee TEE CNR Pee eee eR 


PRA 


PAE Eee RA hi: 
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De plus, en formant o,(S)o,(— S), on trouve 


p-t 


@,(S) o,(—S)=(S?—1) (ge 
et de méme 


—1 


= 
eo) PS) (Sp) 
Donc ce sont + yp qui donnent, pour a,, a,,..., a,_,, des systèmes de 


valeurs dans lesquels a,= a, ;, et les racines + 7 yp qui donnent des 
systèmes de valeurs dans lesquels a; = — a, 4. 


64. Ces valeurs sont réelles. En effet, si, dans les équations (194), 
on change z en — 7, ce qui revient à changer a, en «,_;, on obtient 


Dp Op a den ie Oy) per Ky pas test Go § 
ay a = 


Les systèmes de solutions de ce système dans lesquels a; = a,_, sont 
communs avec le système 


2 A | 
Ay Oy + Gui +... + Ap at AA. eet Ap—1 Le 
= — 4, 


a, CE 


4 


qui est le système (195). 

Donc les solutions n’ont pas changé par le changement de zen — 7, 
donc elles sont réelles. 

On verrait de méme que les systemes de solutions correspondant a 
a,= — a,-, changent de signe par le changement de z en —t. Done 
elles sont purement imaginaires, et, comme d’ailleurs on peut prendre 
pour a,,a,,..., a,_, des valeurs proportionnelles, on peut dire qu'elles 
sont réelles. 


65. On obtient ainsi p — 1 séries jouissant d’une relation fonction- 
nelle. En effet, pour p<5, l’équation en S n’a pas de racines multiples. 
Pour p > 5, l'équation en S a des racines multiples. Ces racines, 
d’après une propriété connue des équations de cette forme, an- 
nulent tous les mineurs du déterminant (22). Done a ces racines 


TT 
7 

. | ; 

; = 
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multiples correspondent une infinité de systèmes de valeurs de a,, 
Ga; «ts. 4,4, U0nt A sont linéairement indépendants, en désignant par 
k l'ordre de multiplicité de la racine S. Ces & systèmes donnent k sé- 
ries linéairement indépendantes. En tout on trouve donc p —1 de ces 
séries. 

Les coefficients a,, a,, .. , &,_, une fois déterminés, on obtient une 
série F(s) qui, si S == yp, satisfait à 


ig 


SF(s) nes 27 \5—1 ers = —(s—1) % a 
res = (4) Le F(1—s)+e F(1 5] 


= (2) 2cos(s—1) = F(1 —s). 


SiS =+7 VP, la fonction F satisfait à 


SPs) TT ETAT CUT SRE 
Tir —Ss) = (2) |e Fr s)-he F(1—s)| 


66. Remarque. — De 


SFr (= 


s=1 T 
NE RTS el D ) 2 COS(s—1)=F(1—5s), 


on déduit, en changeant s en 1—s, 


Ho = (22) “2 cos* F(s). 


Multiplions membres à membres 
(S°—p)F(s)F(1- s)=0, 


S?— p=o0, Sse VD. 
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2 De la relation 

4 | SF(. SRE 

J oe te) aisin(s—1)=F(1—s), 

3 on déduirait de même 

3 De iVp, 

3 ce qui prouve d’une façon détournée que l'équation en S$ n’a, outre la 


racine — x, que les racines + yp, + typ. 


Premier exemple : Le cas de p — 3 a déjà été traité. 


5 Deuxième exemple : p = 5. 

à a 

CCS 

E —1—S$ AE ot 

= 91(S)= à ! al 
3 —r1—S atta—s 
4 a pour racines 


S a*— x —$S œ?— at 
P32 = a—a a—at—S 
a pour racines 
SANS 
À Toutes ces racines sont simples et l’on trouve facilement : 
4 Pour S — + 45, la série 


1 I I I ae 
see EC eam 


qui satisfait a 


V5 F(s) = (A) acos(s— EFC +); 


e Pis) \5 

i pour S — +445, la série 

3 h SAONE — HAT = SAUT 

5 2 sin 2 sin + V5 2 sin = + V5 2 sin = 

L Fire M LI CT RS “ARTE 
- 

, 
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qui satisfait à 


RE (ZE) asin FFG—9); 


pour S == — i¥5, la série 


. AT . 2T = . 2T 7 . an 
asin À asin —V5 asin — V5 2 sin + 
SR TE DD ea 95 . 3s y 4s Fas 


qui satisfait a 


V5F(s) (at 
Pus) a 


Troisième exemple : p= 7. 


a+ ai—$ a? + os a+ ot 
CALIES a? + os a+ ai—S as + a 
a+ ot a5 + o w+ aÿ—S 
att a — a? — a —§ ab a — a?§— a 
a+a— ai—at a+ ae-- a — at—§ 
a pour racines 
—1 et En, 


qui sont simples. 


a--g—S§ a? — od ai— ot 
Pa(S)=| a@—a® at—ai—§ a8 — & 
A3 — ot ooo e—a—S§ 
4g + g6__¢—§ a + a+ ai — à 


8 s a 
=(a?— ab — af + ax — a + at—S) 
at— ods oe ot a— ats gi—gt_ § 


a pour racines 


— iV7, racine simple, 


+ iV7, racine double, 
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Les racines simples donnent : la racine + V7 
/ - 67 = 27 = 2T 
G+ V7) cos = —1 (1+ 7) cos = —1 (+ V7) (cos 27 + eos) — à 
+ — 


ie 9s 35 


GA VD) (cos F+ cost) —a (s+yp)eos2F—1 (149) cos Sts 


la racine — V7 


(1— yz) cos 9 — ; (1— V7) cos — —1 Eve) (cos 2 + cos Æ)— 2 
_ 2 ee PIN Te ee 7 7 


To 25 an 
(1 — V7) (cos a cos +) 2 (—(y7) Fe (1— 7) rie 
a 4s : a 5s 2 + ———; + ec à 


la racine — :ÿ7 


. QT Por TT UT . 8T Sete 
a ee ee M ae 
5 + = + - re 
(OT 5. Fos . 2T UT OT 2 OE 
2 sin — + sin —— "2 Sin — + sin — Sin == = Sin = 
_ 7 ay acl 
e e ie Te 
As As 6s 


+ iy/7, racine double donne deux séries linéairement indépendantes ; 
par exemple 


é et 

3 At A 

SL + A ; 2 COS 7 a 

4 (a) 

3 1 F 98 t 35 As 5s = 6° Tips’ 2) 


et il est facile d’écrire les relations fonctionnelles auxquelles satisfont 
ces séries. 


REE VECETARE Te 


67. Généralisation de la fonction —(t). — Enfin, pour compléter 

’analogie entre nos nouvelles fonctions et les fonctions C(s) et y(s), il 

4 reste à trouver des fonctions analogues à celles que nous avons, aux 
À n°“ 27 et 38, désignées par §(¢) et 9(2). 


- Ann. dé l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Mat 1894. 20 


— v As He 5s iF 65 +... 
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. a s 
Nous avons trouvé des fonctions F(s) = > — de quatre espèces, 


satisfaisant à quatre relations 


yee (2) 200860 TG), 
oe a2 (2) cos(s— 1) = Fe(i—s), 
Pre TE (Æ) sin(s—1) = F,(1—8), 
FE (SY amen 


Ces relations peuvent s’écrire sous une autre forme : 


F,(s)T @ (2) ne change pas par le changement de s en 1 —s. 


F,(s)T (5) (2) change de signe » » 
2 P 

F, (s) r(- . *) ee ne change pas » » 

F,(s)T ( = = *) (2)? change de signe » » 


68. De là on déduit, comme aux n°% 29 et 38, les zéros de ces fonc- 
tions. 


Les fonctions F, et F, ont, comme zéros, 


—ak Lots ee 
et les fonctions F, et F, 
— (2k +1) (hs 0, 12109 


De plus, ces fonctions ont respectivement des racines B,, 8,, B,, B, 
telles que 1— B,, 1— $,, 1 — B,, 1 — 8, soient aussi racines. 

Nous allons donc former, comme nous l'avons fait pour C(s) et y(s), 
des fonctions holomorphes qui n’admettent plus que ces racines-là. | 


Il faudrait pour cela avoir des fonctions analogues aux fonctions 4 
et o des n° 27 et 38, 


a 


dla ES TRC NS He NTE RPS er 


E: 
À 
2 
i 
= 
£, 

À 
ze 


7 
"4 
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Voici la marche que nous suivrons. | 

Nous remarquons que la relation fonctionnelle à laquelle satisfait ¢ 
ou Ÿ permet de démontrer celle à laquelle satisfait € ou y. En effet, 
les formules des n° 27 et 38 


AS) e(s) = ean +f (e+e +) U(x) dx, 


r(+=*) GER (es 42°?) o(2) aa 


montrent immédiatement que le second membre, et par suite le pre- 
mier, ne change pas par le changement de s en 1 — s. Inversement, il 
est probable que de la relation à laquelle satisfait € ou y, on doit 
pouvoir déduire celle à laquelle satisfait | ou ©. C’est, en effet, ce que 
nous allons montrer tout à l’heure, et par analogie, puisque nous 
connaissons les relations auxquelles satisfont F,, F,, F,, F,, nous en 
déduirons des fonctions 9,, 6, ©,, 9, analogues à 9 et o, d’où ensuite 
les fonctions holomorphes ayant pour racines B,, B,, 8, 8,. 


69. Soit, en général, une fonction F(s) développable pour A(s) >120 
en série > 2", et supposons que cette fonction jouisse de la propriété 
que 


6K (s)P(6 + =) 


ne change pas par le changement de s en k—s, 8, «, b, & étant des 


constantes. 
ea — af ds 
DT JET 


On a 
(en désignant par À un chemin d’ailleurs quelconque, et qui pourra 
changer dans la suite, mais situé à droite de Oy et s'étendant de — cov 
à +007); d'où 


ents if Gee ou yee a fo. 
RY? Ts aay à 
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Faisons y = n*Ba, il vient 


nue Be ab e—n* Ba — i if ri b+ 5) ds. 


À AS (4S aps 
air J, nBiax 


a 


Faisons successivement n — 1, 2, 3, ..., multiplions par @,, @ ... 
et ajoutons, il vient, en posant aS apn et Pie 
I oA RIGS 


pate) ate | aaa ME 


ou encore 


I 


-ap(o4.5\F 
Bee) Et 6 ( +2) (s) ds 


2iT s lod 
awe 
A 


Il faut supposer que le chemin A ait été primitivement choisi assez 
loin droite de Oy, pour que dans les transformations successives, 11 
. 7 JS : . roe a 
soit resté à droite de la droite de convergence de la série DET On 


peut supposer, par exemple, que A soit une parallèle à Oy d’abscisse 
a>t. Ainsi 


(27) Barba) = 6 2r(o+2)r(s) fe 
= a 
xe 


Changeons, sous le signe /, s en &—s, et remarquons que 
—= $ 1 / \ 
6 sr (0 + a (s) ne change pas par hypothèse, on a 


k—a+ei ay i, s à 


2ÈT D 
xe Cry NA 
k-a- «i & 


7 Le Aor. à = ay nla » 
Mais l’intégrale du second membre, prise le long de la parallèle 


d’abscisse a, est, d’après la formule (27), égale à 23 8? (=) ¥(2): 
x 


x 


a 


A Mike D Ed 


— 


ANSE Ra NLS Se EPS ae 


\ 
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Par une intégration effectuée le long du contour du rectangle ABCD 


(fig. 12), AB et CD étant à l'infini, on déduit facilement Cf et f 
AB cD 


étant nulles) l'intégrale du second membre de (28) en fonction de 


I ne . . 
¥(2) et des résidus contenus dans le rectangle. On a ainsi une 


relation entre (a) et y) 


Ainsi, à la relation fonctionnelle entre F(s) et F(4 — 5) correspond 
une relation entre (x) et v( ): : 


J 
z 

En appliquant cette méthode aux fonctions € (s) et y(s), on retrou- 
verait facilement les propriétés des fonctions | et 9 des n° 27 et 38. 


70. Ceci posé, prenons maintenant les fonctions F,(s) = = qui 


sont telles que F, (s) r(3) (=) ne change pas par le changement des 


win 


(Sql ih = 655 
Posant | 
Lex 
Aa M$ 
on trouve 
aA+ai | eS. 
2 
LOIS 
(x) = = — NP TES 


2 21T à 


d— œi 
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et par le changement de s en 1 — s 


s 
I 2 
1—a—oai x 


Or a > 0, supposons a < 1, il en résulte 1 — a > 0, de sorte que 
l'intégrale du second membre égale 2.217.9, (=): 

Done 

V2 fe) = 9 (=): 
Pour les fonctions F, (s) => telles que F,(s) T te ‘change 
our les fonctions F,(s) = ne que F, ee g 

de signe par le changement de s en 1—s, on trouverait de même que 
la fonction 


niga 


Os( ie D bye P 
jouit de la propriété 


Va o(2) =— (+). 


| : 3 
Ensuite la fonction F,(s) = 3 <n, telle que F,(s) (=) (==) ne 
change pas par le changement de s en 1 — s, donne, en posant 


s nig» 
Dre Foe), 


a+eal 


I + Ne 
1/2 2) = ot | demie 


par le changement de s en 1 — s 


a AE 
1-1 œi — 
a we 


so Te 


SERRE RO PP 


DEP | à UA DL UE LS AE GS QE D LU En 


‘4 
: 


~_ él 
. 
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d'où facilement 
8 
x? pa(æ) = (=) : 
dn ; 
Et enfin la fonction F,(s) = > - donne une fonction 


n°Tæx 


n(æ)=ÈDnae ? 


telle que 
a qu(æ) cn (+) ; 


x 


Comme cas particuliers on a les séries 


nT x 


ntm => (4)e id si p=1(mod4), 


pour lesquelles 
Vee(2)=e(2)> 


et les séries 


Tx 


ox) = Din(Z ye” P sip=—1 (mod4), 


pour lesquelles 
z I 
a" 9,(@) = (2) 


x 


® 
199 


71. Maintenant nous pouvons donner l’expression des fonctions ho- 


lomorphes ,, &,, &,, €, analogues à &. 


Prenons d’abord F,(s). 
On trouve facilement 


s 


HG) no Meter 


1.5 o S_ 
= at‘ 9,(@)do+ f Cee 0, (a) dx. 
0 1 


En faisant, dans la première intégrale du second membre, le chan- 


gement de variable ee et tenant compte de la relation 


a o,(2)=9,(5)> 
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on obtient 


on G) noafle 


Sous cette forme, il est apparent que le second membre, et par 
suite le premier, ne change pas par le changement de s en 1 — s. 


Cette fonction 
(OG) ne 


n’a plus que les'racines 8,. Remplacons s par $ + # et posons le pre- 
mier membre de (29) égal à §,(¢), ona 


2?) g1(@) dz. 


10 EL 
E(t) =a f æ * cos = loge 9, (a) dr. 
1 


Les racines a; de €,(¢) sont liées aux racines B; par les relations 
By 1 + a; t. 
Une fonction F,(s) donne 


s 
2 


r(=) (2) ats ouf Here 


SFA 


= c > — à Flat 0 de 
1 


ou, remplaçant s par ; + wet posant le premier membre égal 7&,(¢), 


tlogæ 
2 


B(t)=a fat sin’ (x) dx. 


Une fonction F,(s) donne 


(EG) mn 'atoe 


1 s—1 eo. 8 A 
=f 5? NAL æ * 93(2)dzx 


fie 3 php tiaras 
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d'où 
FAIR æ * cos loge 9(«) de. 

1 


Kt enfin F,(s) donnerait de méme une fonction 


eee 
(= f at sin = logæ 9, (x2) dx. 
1 


Ex 


: E + — 
Les fonctions &,, &, + + sont du genre zéro en 2?. 


72. Application de la méthode précédente a d’autres fonctions. — 
Revenons à la méthode générale du n° 69. En l’appliquant à d’autres 


. a . a . . 
fonctions Da jouissant d’une relation fonctionnelle analogue aux 


précédentes, on en déduit d’autres fonctions (x), jouissant d’une 
F . HT 
relation entre Y(x) et ¥(4): 


Exemple : la fonction 


za 


LA ea et 


mw 


a, étant l’exces du nombre des diviseurs de » qui sont ==1 (mod4) 
sur celui de ceux qui sont == — 1 (mod 4). 
Comme 


et 


ne changent pas par le changement de s en 1 — s, il en sera de même 
du produit de ces deux fonctions, et, par suite, aussi de 


F(s) F(s) (m)-*. 


Ann. de Uv Fe. Normale. 3° Série. Tome XI. — Mat 1894. 21 
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Posant alors 


> One 9 a= Oe), 
1 


on obtient, par le calcul indiqué au n° 69, 
a ois () ER 
(30) æp(r)= 9 É + j 
Ce résultat pouvait, d’ailleurs, s’obtenir autrement; car a, — le quart 
du nombre de façons dont nr est décomposable en deux carrés. Donc 


2 


DITES ES a Deer ’ 
E 1 
et en se reportant à la relation à laquelle satisfait £e-"7", on retrouve 


facilement la formule (30). 
En combinant de même par multiplication les séries F,, F,, F,,F,, 


on obtiendrait des formules analogues. 


73. Voici encore un autre exemple : 
Nous partons de la fonction 


PIS) Er) 


en désignant par A(n) la somme des diviseurs du nombre nr. On 
verra facilement que 

I'(s —1)(27)75 F(s) 
ne change pas, par le changement de s en 2 — s. 


Posant alors 
LY A( nr) e822 
> = v2), 


Li ee f () | 


on arrive à 


DTA 


en désignant par LA la somme des résidus de la fonction 


Ps nant) "éts)E(s—1) 


et 
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contenue dans un rectangle ABCD (fg. 13), BC ayant une abscisse com- 
prise entre 2 et 3, et AD entre —1 eto. 


Fig. 13. 


A D 


Apres calcul facile on arrive à 


La considération des fonctions €(s) C(s — 3), C(s)C(s — 5), ... don- 
nerait des formules analogues, mais plus compliquées. 


74. Rapport avec la théorie des fonctions et du groupe modulaires. — 
Maintenant remarquons que toutes ces séries sont périodiques. Prenons 
par exemple la fonction 9,(a) du n° 70. 

Ona 


a(t) =a ele) et pi(T +2pi) = (x). 


Posant «= cy, on peut exprimer ces relations en disant que des 
valeurs de la fonction pour un certain argument y, on déduit les va- 
leurs de la même fonction pour l’argument déduit du précédent par les 


substitutions 
o fF iy Se 
lo eae 
Sud O oO I 
On aura done les valeurs de la fonction pour tous les arguments 


déduits de y par les substitutions du groupe dont les deux précédentes 
sont les génératrices. 


Considérons deux fonctions 9,, correspondant aux deux nombres 


ne TR. À — 
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premiers p, g, tous deux de la forme 4n +1, ou tous deux de la 


(p) Sans 
forme 4n — 1. Soient 9 et 9\”. Le rapport sa est une fonction modu- 
‘à 


laire, invariable par les substitutions du groupe, dont les substitutions 


génératrices sont 
(230) RES 
et : 
= Lie) 18) I 


Ces considérations établissent un lien entre la théorie des fonc- 
tions Ÿ =" à coefficients périodiques, et celle des fonctions et du 
groupe modulaires. 


75. Remarque. — Enfin nous terminerons en exprimant des séries 
de la forme 


1 
> (am? + 2 bmn + en*)s 


m,n 


(a, b, c, entiers; m, n prenant tous les couples de valeurs entières, 
0,0 excepté) au moyen des fonctions précédentes. 
Nous citerons seulement ici comme exemples les formules suivantes 


Lay =§(s) x(s) + (28), 


se = (= LOL 


ad (MM? +-2N7)S 9 


-€(25), 


On peut démontrer ces formules en évaluant le nombre de fois que 
chaque terme est contenu dans chaque membre. 
Mais ceci appelle des recherches plus générales. 


SS SS - 


4 
3 
3 
3 
- 
L 
3 
2 
2 
z 
4 
4 
à 
J 
A 
4 
e. 
5 


LES MODULES 


DANS LA 


MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
Par M. A. G. GREENHILL. 


(Extrait des Proceedings of the London Math. Society, vol. XIX, n°* 323-327; mars 1888.) 


(Trapuir par M. Ltonce LAUGEL.) 


SSO 


Jai été conduit à entreprendre cette traduction par la lecture du passage 
suivant des Fonctions elliptiques d’Halphen : 


«... La multiplication complexe a été l’objet de Mémoires importants, etc.; 
enfin celui de M. Greenhill (Proc. of London Math. Society)... Sous ce 
dernier point de vue (résultats numériques), le Mémoire de M. Greenhill, 
tout récent, résume et dépasse les travaux antérieurs. » 

(Hazpnen, Fonctions elliptiques, 1. II, p. 151-152.) 


Le problème de la multiplication complexe des fonctions elliptiques 
peut se poser ainsi : Déterminer les fonctions elliptiques de l’argu- 
ment complexe (a + b:VA)u, en fonction de celles de l’argument u, le 


ue ; yi K' TE 
rapport des périodes étant défini par c= VA, A étant un nombre pre- 
mier; si A est un nombre composé tel que mn, alors nous écrirons 
! . . 
= = mn, ou même ve et, dans les deux cas, b doit avoir 2 pour 
facteur (*). - 
Dans l'expression d’une fonction elliptique de l’argument(a+biyA )u 
en fonction de celles de l'argument u, les coefficients dépendront des 


(1) En effet, l'équation modulaire est la même dans les deux cas, le choix des racines 


K' 5 
seul étant différent. Yoir R. P. Joubert (Comptes rendus, t. L), au cas cr J 
(Note du Traducteur.) 
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CRUE 5 
valeurs des fonctions modulaires correspondant à ~ = VA; par conse- 


quent, l’équation modulaire devra être résolue d’une manière ou d’une 
autre. C’est le but principal de cet article de réunir toutes les solu- 
tions numériques jusqu'ici obtenues pour des valeurs entières de A. 

D'après une remarque d’Abel (Œuvres, 1"° édition, t. I, p. 272), 
citée par Kronecker (Berlin. Sits., 1857), l'équation modulaire, en ce 
cas, est toujours résoluble par radicaux. 

Quelques exemples numériques ont été donnés par Legendre et 
Abel, mais la première collection importante de résultats est due a 
Kronecker (Berlin. Sitz., 1862), qui a donné les valeurs numériques 
du module # de Legendre, et dans quelques cas de 4é’ pour une série 
de valeurs de A, et en a promis une collection plus complète, qui n'a 
pas encore paru. 

Suivant la forme de A par rapport au module 4 ou 8, il sera com- 
mode de considérer quatre classes et de choisir absolument le plus 
simple invariant numérique convenant à chaque classe. Ces classes se 
distingueront entre elles comme il suit : 


Glassen A see A= 3(mod 8), 
tae ee A=7(mod8), 
DA Bee teehee: A=1(mod4), 
DEL Das pue A= 2 (mod). 


La classe pour A==o(mod4) ne nécessite aucune étude spéciale; 
on peut, en effet, la faire dépendre d’une de ces dernières par la trans- 
formation du second ordre. 

, . . Y . . . . . 

L article Neue Untersuchungen im Gebiete der elliptischen Functionen 
de J. Klein (Math. Ann., Bd. XXVI, 1886) contient un grand nombre 
de citations des recherches Jes plus récentes sur les équations modu- 
laires ; dans le cours de cet article, j'ai fait aussi grand usage des 
Ouvrages suivants : 


Sounke, 4 quationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum 
(Journal de Crelle, t. XVI). 


SOurÔTER, Dissertatio inauguralis de equationibus modularibus (Regiomonti 
” . . » ? 
1854; Journal de Liouville, 1858, et Acta mathematica, 1882). 


are : , ; 
Hermite, Théorie des équations modulaires. Paris, 1850. 


Dh de 


CONN Sree ee 


PUR Te Te Ree TEU, ee eee 


EER ENT NYE eee 
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Krein et Kispert, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen 
(Math. Ann., t. XIV, p. 111; t. XXVI, p. 369; t. XXII, Ded) 


G. H. Sruarr, pp iano complexe des Jonctions elliptiques (Quarterly 
Journal Math., vol. XX, p. 18), en anglais. 


E.-W. Fiepier, Ueber eine besondere Classe irrationaler Modular gleichungen ; 
Zurich, 1885. 


R. Russezz, Sur les équations modulaires en kl, kl! (Proceedings of the Lon- 
don Math. Society ; 10 novembre 1887, en anglais ('). 


Les expressions générales de formules de la multiplication com- 
plexe ont été aussi données par l’auteur dans un article du Quarterly 
Journal of Math., vol. XXII, 1883. 


CLasse A: 
À = 3(mod8). 


L'invariant numérique absolument le plus simple dont le choix 
s'impose pour cette classe est l’¢nvariant absolu J, de Klein, le même 
que celui désigné Valens par Dedekind (Journal de Crelle, t. LXXXIN) 
et lié avec l’invariant « de M. Hermite par l'équation 


J—— sa 
(Théorie des équations modulaires); mais il est commode de se servir 


de la forme de Kiepert, exprimée en modules de Legendre & et # 


(Math. Ann., vol. XXVI) 
no) 


2 


forme que l’on obtient par une transformation du second degré, ap- 
pliquée à la forme de Klein 
i= h (1 — Rk R?)3 
iY eee 007 


> 


en sorte que le J de Kiepert est une Modul-Function sweiter Stufe. 
Prenons l'intégrale canonique de première espèce de Weierstrass 


dx | 
= 5 
Vhar— gor — 8s 


(1) Consulter aussi d’autres remarquables Mémoires plus récents de M. Kiepert, Math. 
Ann., et de M. Weber, Math. Ann. et Acta math. 


—— 4 
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rendons-la normale (') en la multipliant par la racine douzième du 


discriminant 
D = 7335833 


f dy : 
Vay? — yay —Ys- 


nous pouvons alors écrire que le nouveau discriminant 


en sorte qu'elle devient 


V2 —27Y5—=— 1 


et ainsi l’invariant absolu 


j= =i, 
27 p? à 
La ee. —— 2773. 


Dans cette classe A, la formule la plus simple de multiplication 
complexe est celle qui lie 


T—=pu et PP M 


et conduit à la relation différentielle 
M dy = dx 
VAN — ge) — gs Vhw'— gx — g; 
à l’aide d’une équation de la forme (Quart. Journ. Math., t. XXII, 
p. 127, Mémoire de l’auteur, déjà cité) 


) 


# Ÿ PAL —AÀ,zxt1+ A,æn—? 
= M? x A 
(a né Gæzr —] ae Gr, 2s rh JE 


> 


(') Rendre normale (rormiren) l'intégrale de première espèce de M. Weierstrass con- 
siste à la transformer de manière à rendre le nouveau discriminant égal à l’unité affectée 
du signe + ou —, au choix. L’Ouvrage d’Halphen ne mentionne pas cette expression. 
(KLEIN et Kieperr, Math. Ann., t. XIV, p. 113.) 

Un calcul très simple montre qu’il suffit de multiplier l'intégrale par la racine douzième 
du discriminant affectée du signe convenable. Les variables restent les mêmes, sauf ad- 
jonction de facteurs racines de ce discriminant. (Note du traducteur.) 


F. 
2 
De 
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où l’on a 5 

Ts 

An —1=S8n— 3, 

A= 2G, 


les A et G étant certaines fonctions modulaires qu’il reste à déterminer 
(Kierert, Vath. Ann., t. XXVI, p. 398). 
La détermination de G, est la plus difficile, et il est important de 


remarquer que c’est un facteur numérique de VA + 1. 


En effet, si nous désignons par M et G' les imaginaires conjuguées 
de M et G,, et si nous posons 
he + U 
= pru = P MM” 
il vient alors 
dea Gay 
ny LEE 
— VM? ap Oat ee a, Mn het (ami, 
am Giant, (ar 2G,2*—"...)”—G) M-*(2"...)"—" (a... PP 
nn 7 (Gy GEM ate. à 
Tn? 2¥—— 9(nG,+ G,M-')2"*-"...’ 


z — M"? 


on sait, d’après le développement connu de pu suivant les puissances 
de u, que 


7 
F pu= + x +2 


—u?+..., 
20 


et les termes absents remplacés par l’astérisque font voir que 
nGi+G,M== 0; 
par conséquent, si l’on pose 


G,=aVA+bi, G—aVA—b6:, 


on à 
na VA + nbi + GUAM an Pr 71/A) =0 
ou NT 
(a — b) [VA — (4n —1)i] =0, 
ou enfin 


= De 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juin 1894. 


he hi, CS 


170 A. G. GREENHILL. 


mais, pour déterminer a, il faudrait pousser plus loin les développe- 
ments de y et s en fonction de x. 

Une fois G,, et par conséquent A, = 2G, déterminés, les G et A res- 
tants sont déterminés par les formules récurrentes données par Kie- 
pert (Math. Ann., t. XXVI, p. 339). 

L’équation précédente liant y et æ est équivalente à l’une quel- 
conque des trois suivantes (Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 12972: 


y—-ea=M (x a) [I D 
| 0 [opt | 
y—e=M(x — €3) À À 2 ee à 
Le plo+ (aaron) 
y—4=M*(e—e) [J D ; 


ou 
a’? 1K' à 
Re aes a 
et 
@,=4(W2+ 3), @3 = 3 (@:2— w4) 


et, par conséquent, 


r=m 


N 27a, 
6.=[]>( n } 


rat 


Ainsi, par exemple, lorsque A = 51, 


(Kiepert, Math. Ann., t. XXVI, p. 381.) 


Supposons ipli (oe, é 
pposons que le multiplicateur complexe y’ au lieu d’être égal, 
comme nous l’avons fait, à 


1(—1+ ivf), 


Dr 
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p étant un entier impair; nous aurions alors posé 
n=7(A+ 9?) 


dans les formules ci-dessus; et ceci nous explique pourquoi dans 
Equations modulaires, de M. Hermite, p. 44, classe 3° (notre classe A), 
A prend les valeurs 


aa Re: 4n—p?=—4n—1, hn 6, hn — 25, 

2 | CLASSE A. 

s : | À = 3 (mod8). 

ee A= 3. — De l’équation modulaire de Jacobi du troisième degré 
a , Vii esa i Ges 

2 on tire, en remplaçant # par 2’, # par À, 


= aVkki= ra akk'== += sin 30°; 


V’angle modulaire est de 15°, et 


an D k's COSTS" 
i alors invariant absolu J — o, 
4 ; = 5 Vs 0, Bre ail, Baye =a 
z et 
à ; I 
a eet 
4 w étant une racine cubique de l’unité, et l’on a 
a  pou=opu. 
à æ C’est le cas le plus simple de la multiplication complexe, qui a été 
e - considéré par Legendre dans la réduction des intégrales elliptiques 
2 (Fonct. ellipt., t. 1, Ch. XXXVI) (*). 


(2) Voir HaLruen (Fonct. ellipt., t. 1, p. 82, 83, 282, etc.; t. Il, p. 571 et suiv., 642 et 
suiv.), où cette valeur de pz est l’objet de considérations de la plus haute importance. 
(Note du Traducteur.) 
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A —11. — Prenons la forme de Schrôter ou de Russell pour l'équa- 


tion modulaire du 11° degré 
VAR + VAN + 2 Viki EN =e 


Posons 
k=, k=); 


il vient ey 
2 \/kk' ae 2Vkki =1. 


Formons l’équation en #°#?, et, introduisant 


(1 — 162k’) 


Je 108k2k2 ” 
nous trouvons 
29 se 
J = 33? Te le 33 ; 
8 Var 
/2— 32 Y3 — 4 


Ici, l’invariant « de M. Hermite est égal à 2°, valeur qui peut être 
tirée des équations au bas de la page 47 des Équations modulaires. 
On a aussi 
G=—3Wi+i), A=—$(Vir+2); 
les valeurs de A,, A; ont été données dans l’article déjà cité de 
l’auteur (Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 134). 


A=1g. — Nous trouvons 


J=— 2°, J—1=—— 33.19, 
n= 8, = Vis 
Yat 1 33, ¥i— Ya Fi 3-109, 


Ces valeurs sont tirées de Théorie des équations modulaires de M. Her- 
mite, p. 47, où l’on voit que, & étant l'équivalent de — 22J, on a 


AVES TR co, 
Art, Lot 
A0, CEE TEE LR 
Ar: SONS PAT 
A= 43, =e as Pa 


. 
2 
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et, en ayant égard à l'égalité approchée (Equations modulaires, p. 48), 
28q — et VA _ 744 + 196880 e-tVA 4 Ari 


nous obtenons 
A= 67, Qt ME CAE LATTES 


A=—=10$: u—210:3.0/.237.2900 
D’après M. Hermite (Équat. modul., p. 47), la valeur de « est en- 


tière quand il n’y a qu’une classe improprement primitive pour le dé- 
terminant —A; et A=163 est probablement le nombre le plus élevé 


de cette nature. 


M. Hermite fait voir que dans ces cas e*V4 se rapproche beaucoup 
d’un entier; par exemple, pour e*V'®, la partie décimale commence 
par douze chiffres 9 qui se suivent. 

Prenons ~% pour signe de l'égalité approchée; on a 


1728J m— ; w— etd, 


TC va 


= = TG: 
1272.” ei et 216y;u0e? ; 


/ ‘ TS : : : 
par conséquent, & est aussi presque un nombre entier, multiple de 


1 
AL TVA . 5 # 
12, et, d’un autre côté, est aussi presque un entier, multiple de 
216 (H. J. Surru, Rapport sur la théorie des nombres, présenté à l’Asso- 


ciation britannique, p. 374; 1865). 


Ainsi 
1 == 
Ao Goh 1200521), 
À me 
a © 960 12 (101), 
1 Var % = 
é tniogeo) | =212 ( 2f*— 1), 
1 = 
AV D 640320 = 12 (231?—1) 
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= et 


ST VE 
016 == 210, 
V19 
an 
— 216.21 910749, 
VE d 
je 
— 216.21 — 210 7-01 
Ve Z 4 
3 T Vi 
aaa (4.946 4182801 210 -7 TI 19.1372 
V163 e 


Les valeurs de J, correspondant à A= 3, 11 et 19, présentent de 
très intéressantes applications numériques pour l’étude de l'équation 
de l’icosaëdre de Klein, la résolvante en r (Ihkosaéder, ..., p. 102) cor- 
respondante ayant respectivement une racine r= 3, 11, 19. 

La détermination de z, l’érrationnalité icosaédrique correspondante 
offre alors un exercice numérique digne d'intérêt. 


ri ewes 277. — Ici 
HE 112,23? 
J= 32 > J—i= oie. 
1 se 
= 3°, y= 4 32, 


Ces valeurs peuvent être obtenues par la transformation du troisième 
degré de Klein (Math. Annal., t. XIV, p. 143) 


J:T—ri1—=(T—:)(gT—1) : (2797 — 187 — 71): — 647, 


et, de même, avec J’, même fonction de +’ avec 77'— 1. 
Posant J’= 0, alors 9t’=1, t=g, et l’ona 


et l’on a aussi 


(Quart. Journ. of Math., p. 136; 1887). 
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A735, — lei 
J=—7Y;, J—1== 277} 


3 avec - 

E:. n= $V5 [4 (V5 +0), 

a 256 + 1155 
ee 


a p- 137)], et 


a Ga (V5 +a] (V35 + 6). 
> La manière dont ces valeurs numériques ont été tirées de l’équation 
2 en L de Kiepert pour n = 9 est aussi expliquée dans cet article. 

A K’ 


K’ ree = 
mais, lorsque 7 = V2 il faut changer le signe de 5. 


Les valeurs de y, et y, ci-dessus correspondent au cas de K 


170 


[votr, de même, l’article précédent de l’auteur (Q. J. of Math., t. XXII, 


_ Nous aurions pu obtenir la même valeur de J en employant l’équa- 
tion modulaire de Fiedler du 35° degré (/rrationale modulargleichun- 


L2 


4 2 Ben, P- 97), en posant A= 4, N= k et x => Vkk'; alors avec la no- 

CA tation de Fiedler 

4 Z,=«—1, Z,=t2°— x, PRET 
& et 

2 Z)——1e4 Voxr— ze. 

4 Substituant ces valeurs dans son équation, nous obtenons 
a x§—5a2+ 3x +1+ 42% — 2x — 0, 
Ë a2§— 1025+ 312'— 122$ — x? — 26% +1 —0, 
4 (28 —52?+ 134 —1)?— 20(2— 32)" =O; 
a 2—(5 +25) 2?+ (13+6V5)x—1=0; 
EE formant ensuite les équations en x? et x‘ 

4 a — (19+ 85) a*+ (339 +152 V5)2?—1i=0, 
—- x'2? 3x%+ (230403 + 1030405)x* —1=0, 
e (æi— 1} + (230400 + 103040 5 ).2* =-0, 

2 
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on obtient 
nee 4 es Se ee us (230400 + 103040 V5) 
ay id 27 
uns (ay) 
5 yee 


2 


Les mémes valeurs auraient encore pu étre obtenues en combinant 
l'équation modulaire du 5° degré de Schréter ou Russell avec celle de 
Gutzlaff du 7° degré, mais il se présentera plus loin des exemples de 
cette méthode. 


A= 43. — Ici 


J=— 9" .5', A ie ES Deas 
et a 
Wr=—VI=80,  ys= 21/43, 


Yi, Va — Ye+1= 3.77.43, 


valeurs obtenues par Ja méthode de M. Hermite à l’aide d’approxima- 
tions numériques, ou que l’on obtiendrait de même par sa méthode à 
l’aide de l'équation modulaire pour z = r1. 

Remarquons que, lorsque J est un entier, alors y, + 1 est le carré 
d’un nombre multiple de 3, tandis que y, contient le facteur 7. 

Cette considération est très utile pour déterminer la valeur de J par 
approximations numériques pour des valeurs élevées de A. 

POUR a 

G,=— 3 (V43 RE i) 


(Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 171). 
A = 51. — La valeur obtenue, par M. L. Kiepert, pour J, est 
J=— 64(5 +17 )° (Vi7 +4) 
= — 256(3 17 +11) (V17 + 4); 


J—1=— 7 (128 + 31 Vip, 


NS 


=; (128 + 31V17). 


d’où 


Les fonctions modulaires pour cette transformation sont intimement 


Le 


EAN ae NG 


M) 
x 


qe 


de 
ES 


RS 


4 
v 


| 


D à TERNS cé LS in ECT LG dd 


ee ATT 
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liées aux fonctions de M. Kiepert pour n = 13 (Math. Ann., t. XXVI, 
p. 381). 
L'équation en L de M. Kiepert (p. 425), ayant un facteur de la 
forme 
L'+ aL?+.13 —o 


où, suivant M. Kiepert, 
a=—?}(3Vr7+1); 


on a, par conséquent, 
Derbi), 


w étant une racine cubique de l’unité; et les fonctions modulaires 
correspondantes dépendent d'arguments égaux à des multiples des 
13ème parties des périodes. 


A= 59. — Dans ce cas, la méthode qu'il convient le mieux d’em- 
ployer est celle de M. Hermite (Équat. modulaires, p. 44) pour sa 
Glassen avec: re 17. 

Le nombre des classes improprement primitives, que nous appelle- 
rons dorénavant p, à déterminant — A, est, dans le cas où A = 59, 
égal à 3 (Gauss, Werke, t. II, p. 287), en sorte que nous devons nous 
attendre à une équation du 3° degré pour @. 


u : ; é 
Posons — — 4 et, prenant la notation de M. Hermite, nous aurons 


1 
HE (EN 

n LT 
TAN : 


Alors l’équation modulaire de Sohnke du 17° degré (Credle, t. 16) 
(y—w)*—16ue(1—u®) (1— 9°) [17 ur (y—u)’—(v'— ut P+ 16(1 + ui yt)? ] =o 
devient une équation du 18° degré en £ 

(6 — 5) 16.196 (6 —1)°+ 15.162 + 16.344 —161— 0. 


Les valeurs correspondantes de A sont 4r — ep? = 67, 59, 45 et 19; 
et, à l’aide des valeurs entières connues de x, pour A= 19, 43 et 67, 
Ann. de l’Éce. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juin 1894. 23 


178 A. G. GREENHILL. 
données précédemment, nous séparons les facteurs correspondants, 


qui sont : 
A=-19, eG— F+ 3t—1=0, 


Aus, e— 304+ 7¢—1=—0, 
AT —mtt+13{—1—=0; 


ce qui laisse le facteur, de degré 9, 


ES — 78 2207 — 3408+ hot — 281*+ 226 — 10 +i1r1É—1—=0 


pour À = 59. 
A l'aide de cette équation, formons l’équation correspondante en 4", 
et nous trouverons, en posant 


une équation du 3° degré pour a. 

Nous aurions pu employer l’équation modulaire de Fiedler pour 
n—15. Alors les valeurs correspondantes de A sont 59, 51, 35 et 1, 
et les facteurs pour 11, 35 et 51 se déduiraient des valeurs précé- 
dentes de a. 

L’équation modulaire pour n — 13 peut être aussi employée suivant 
la méthode de M. Hermite pour le cas A — 55, résolu ci-dessus par 
Kiepert, les facteurs étrangers correspondant à A = 43, 27 et 3 étant 
connus et pouvant être séparés très facilement par simple division. 

A=67. — Iei 

JsS——"o" 5? tt, J —1=>— 27.7°.317.67, 
valeurs tirées des Equations modulaires de M. Hermite, p. 48; alors 
MORT, Y= 21767, 


" — 932 +2 2 9 2 
72+ t= 3?.7°, Yi Yah U3. 97.31", 07, 


Les fonctions modulaires dans cette transformation correspondent 
au cas de M. Kiepert, on =17 (Math. Ann., t. XXVI, p. 428), l’équa- 
tion correspondante en L ayant comme facteur 


Li + L?+ 17, 


“4a 
a 
a 
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et les fonctions modulaires associées ayant pour argumentles 17*™* par- 
ties de multiples des périodes. 


Rie) = 0.5, Ici 
J =— 64/5 (3115 + 60). 


Cette valeur est obtenue par la transformation du 5° degré de Klein 
(Math. Ann., t. XIV, p. 143, et Proc. London Math. Soc., Vol. IX, 


it TG es 


Dr: (2? + 107 + 5)? 2 (c? — 227 + 125) (7? — Gr — 1)? 2 — 17287; 


J’ sera la même fonction de +’ avec tt’—= 125. 
Egalant J’ a zéro, il vient 


q'?—_s107/4- 5 = 0, 
to. 3/5, 
ta 25/5 (V5 +2); 


d’où la valeur ci-dessus de J, et l’on aura alors 


Le 4.5 (69 + 31/5), 
Ngee V3 (4352 V5 + 9729 ). 
Cette transformation est associée avec la transformation de M. Kie- 


pert pour 2 =19 (Math. Ann., t. XXVI, p. 428) et l'équation corres- 
pondante en L possède un facteur de la forme 


Li+ aL°?+ 19 — 0. 
A = 83. — Employant la méthode de M. Hermite avec x = 23, et 
l'équation modulaire de Schrôter ou Russell 
HEURES Ca TNT 


et posant alors es 
Va VER KA = 28, 
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à l’aide des équations de M. Hermite (Équat. modulaires, p. 44), 11 
vient 


I 
LR, T= Ph sa ASS =, 
mi 
D eS) | 
kis =a, = => 
Pe ibs 
en sorte que 474”? =1; nous trouvons alors 
I Spa bos: 
2a 218 SS ee = ee I A SS — Gs, 
+ 


Kh+ kN! = Sas 3365, 


VERS VERS V4 + V8s5+ 325! 256 5% 


et, par conséquent, 


V3855+ V3as? — 256524 =1— 4s + 4s? — 4s 
ou 
32s? — 2565 =1 — 8s + 245 — hos*—+ 48 s* — 325° 85°, 


ou enfin 


1— 16s + 1128 — 46459 + 13128'— 275255 + 443258° 


— 5504s57+ 5248s’ — 37125°+ 179251 — 519s!! + 325!%7+ 256s24= 0, 
équation du 24° degré en s pour A=11, 43, 67, 83 et or. Faisons 


I— 25 — 925 — 2583 


p= : 


2 5? 


nous obtenons à la place une équation du 8° degré en B, et l'on a 


oem qa pour A= Os, 
=— I » Kehoe. 
SEG) » A= 
DR) eu A 


L’équation en 8 sera done de la forme 


B(B +1)(8 + 2) (6*+ B—3) (63+ AB?+ BB + C)—0o, 


s 
s. 


ay oA eS el * F ~~ 
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et l’on trouve aisément 

Ach, Bz, C=—5, 
en sorte que l'équation du 3° degré 


BA +265 =o, 


TRE 83 
ayant pour discriminant A donne la valeur de 8 pour A = 83; for- 


mant alors l’équation en 4° ou s?*, ¢ étant lié à s par les équations 


I I 
Ao is ea DOS = — £8, 
TL 


1 = 
DH = —1 =r1— 25687# = 1 — &, 
a 


nous obtenons une équation du 3° degré pour 


(EP 256s) 


Zz = = : 
e 256,57" 


On devait le prévoir, car p = 3 pour le déterminant — 83. 
Av Ol == 7.19. — Ich 


Jen, = 277: 
et i 2 < ”. 
D 008 202410, y. — 1172 Vo +7) (513 +18). 


Ces valeurs ont été obtenues à l’origine en calculant les valeurs 
approchées de 
Ca) 
13+3\° 
RD) 
et celles de y,, correspondant au changement de signe de y13 et au 
rapport = 
OP ee co 
REV 


Calculant les valeurs approchées de 


= 4 13 
= T pol T ys 
: ee 


19 ya €? 12 VS CN €? 


Lo TENTE 
: 
* . - * 
Pa =. 
_ 
; 
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nous trouvons : 
Yo+ 72 1816, 
Y2Yo nm — 1088; 


nous pouvons alors en inférer que y,, y, sont racines de l'équation 
quadratique é 

y? — 1816 y — 1088 = o. 
Ces valeurs de y, ou y,, portées dans l’équation en L de Kiepert pour 
n = 23, la rendront divisible par un facteur de la forme 


Li+:¢6 4-230. 


A= 99 = 32.11. — Ici J s’obtient en opérant la transformation du 
; ; , 3° A 
3° degré sur F = — 55 correspondant à A — 11. 


‘ . i 
Avec la forme de Klein, faisant 7’ = a ona 


(Frame Ho) ea 
26, 33 a Bak 


ou 
(2 — 29) (x — 243} = 235 x, 


Posant æ — 27 = y’ et extrayant la racine cubique, il vient 


y'— 32y?— 216 y — 864 — 0 


ou 
(y?—16-y — 30)?=196(y + 3)?, 
yt—16y — 30 =+14(y¥ +3), 
(y?— ay +12) (y*— 307 —72) =0, 
d’où 


PET dr ou 3(/33 +5), 
1 T à D : 33 
tee Lis Far (V8 +5) =a7(a8 + 4V88), 


Ne: a3 — 433 _ (2V3—Vu) 
27 27 


Ces valeurs de + donneront, c’est à présumer, la valeur requise 
de J. 

A= 107. — Nombre premier; l'équation n’a pas encore été résolue, 
mais elle dépend de 2 = 27. (Kiepert, Math. Annal., t. XXXII, p. 67.) 


z 
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Mo = 5.23. — Jeli 


= 75, J —1=— 2773 


: 72 = 3140 + 14045, 
Ys = Yo 13) (378 + 169 \/5) 23, 
y +1= (1875 + 39) = 9(6ÿ5 +13}, 


Yi— Yat 1= 3.23(378 + 169 V5)". 


Ces valeurs numériques ont été obtenues par la combinaison des 
équations modulaires du 5° et du 23° degré, ainsi qu'il est expliqué 
ci-dessous. — 

Combinons les équations modulaires de M. Russel du 5° et du 
55° dese, 
kM +h Ha W4ÆRREX =1, 

VEN + VAN + VG IVR — 1; 


posant 
HENRN = x, 


nous tirons de l’équation du 5° degré 
EN— KA —1—2%!, 
(AR + MN Yi GRAIN (HN BD)? 
=1+ a4— (rot) — hat has + oa; 
et = iva i 
ki +h N= 22?— x, VAR + VAN = V2.2, 


de celle du 25° degré. 


Par conséquent, . 
Vozi= 92? 327 —1—0. 


: Or, 


ANS Nie =. our 
ki+kN = 22 — x; 
et, en multipliant, il vient alors 
Kki a AN = (1 27%) (22 — x) = »°(2 — 5xt+ 2.2), 
( VK + VIN) = 2 22(1— 2), 
VAR NN) = 2 0? [(1— 2) — av], 


4 - co ee 
D: repart conséquent, 


Or, puisque 


+ RES V2a— a+ 3V2æ—1—0, au x 
7 - CRTC". 
oe 
us _ nous FA les équations du 3° degré en ¢ où (= VARE = 2 oe 
Peas” : e@— V5+(18+775)t—-1=0, ’ 
s'— (3+ 5)s'+ (3+ 5)s—1=0;3 
et aussi ‘<n 
es 3) (1+ YORE) == ee). (+ VE). = 
Formant alors les équations en 7:01 OL 18, : 
®+( 31+ 1475)e+( 569+ 254V5)e—1=0, ; | 
412— (803 + 360 V5) 4 + (646403 + 289085) —1—0, | 
Bi — 30° + (835673068803 + 373724857760 V5 )4— 1 — 0, “a 
nous obtenons : 
LS Set 2 ; 
nee (A E 
ae af 835673068800 + 373724357760 V5) | : 
=— 26,5.V5 (157 V5 + 351), 
Ye = 3140 + 140475, 
~ ya tr=g(675 +13)’, 
; . YÈ— ya-t1 = 3.23 (378 +1695), 
Ys = (65 + 13) (378 +. 169 V5) 723. 
7 _ Les fonctions modulaires correspondantes sont celles de la 29° partie te 
= | des multiples des périodes et l'équation en L de Kiepert pour n= 29, 
LS 


on. 
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avec ces valeurs de y, et y,, est divisible par un facteur de la forme 
Li + aL? + 29. | 


A—123 = 3.41. — Dans ce cas, le problème peut se résoudre en 
combinant les équations modulaires du 3° et du 4° degré ou bien, en 
employant la méthode de M. Hermite, avec n = 23. 


A = 131. — Nombre premier, problème non résolu jusqu'ici. 
A = 139. — Nombre premier, problème non résolu jusqu'ici. 


A=147=3.7. — On peut résoudre le problème en employant 
la transformation de Klein du 7° degré (Proc. Lond. Math. Soc., Vol. IX, 
Don Math Ann, t: XIV p. 143), avec J'— 0. 


A=155 = 5.31. — Il suffit de combiner les équations modulaires 
du 5° et du 31° degré. Alors, comme dans le cas de A — 115, si l’on 
pose 

w= Gk kD, 


VAR + VEN = Va Va + a. 


Puis, dans l'équation modulaire de Russell du 31° degré (Proc. Lond. 
Math. Soc., nov. 10; 1887), 


(P?— 4Q?) —4PR— 0, 


il vient 


nous devons poser 
P—V2Vz+u+r, 


x? = 
=> — + V2 Va Se ben 
V2 
x? 
R SS 
V2 
ce qui nous mènera au résultat cherché. 
A =h0).— "10 
J—— };;, J—1=— 2775, 
avec a 
Yo— 53360, ¥3— 185801 163, 
ou 
Ve Ta ya hi 3. 19°. 127°. 163, 
et alors 


283— 4s?+6s—1— 0. 
Ann. de l'Ée. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juin 1894. 


Le] 
En 


+ PTT RTE 
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Ces valeurs ont été tirées, par caleul approximatif, des formules 
de M. Hermite (Equations modulaires, p.48), par H.-J.-S. Smith dans 
son Rapport sur la Théorie des nombres, p. 374; 1865, le calcul ayant 
été notablement abrégé par la remarque que y, +1 est le carré d’un 
multiple de 3. 

La valeur A= 163 paraît être la plus élevée pour laquelle, d’après 
le criterium (‘) de M. Hermite, l’invariant absolu J est un entier; 
aussi, pour l'instant, nous y arréterons l'étude de la série de valeurs 
de A dans la classe A. 


Cette classe (classe 4° de M. Hermite) est celle pour laquelle on 
n'a pas encore découvert d’invariant simple numérique, et, suivant 
MM. Hermite et Joubert, la seule fonction modulaire dont on ait à se 
proposer la recherche numérique est VAs’ ou quelquefois ‘V4. 

Les équations modulaires de Jacobi en wu et ¢ ne conviennent pas 
pour ce but, mais les équations en £A — A’X’ de M. Robert Russell 
prennent de suite la forme convenable en posant A = #', \’= &. 

Les formules correspondantes de la multiplication complexe ont été 
données par l’auteur dans le Quart. Jour. of Math., Vol. XXII, n'a, 
et en employant la notation p de M. Weierstrass. 

Guidés, cependant, par M. Hermite (Zquations modulaires, p. 44), 
nous pouvons, dans cette classe 4°, employer un multiplicateur com- 
plexe 

Mate + tv), 
e étant un entier impair; alors, en suivant la méthode de M. G.-H. 
Stuart (Quart. Journ. of Math., t. XX, p. 38), nous pouvons exprimer 


$= Pr 
in 


en fonction de «= pu, à l'aide d’une formule irrationnelle ou bien, 


(1) Dans l'anglaise M. Hermite’s canon ». 
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avec les notations de Jacobi, nous pouvons exprimer 
ee 
A M 
en fonction de æ = cnu, ce qui, dans le cas le plus simple où A= 7, 
: o — 1, donne 
| VES Hy / fe, 
: | Very ema 
. où l’on a 
4 C= S37. 
3 expression qui nous conduit à la relation différentielle 
É dy 4(—14 iV) dx 
1 VU — UT e) | Va a) (a? +e?) 


(Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. IV); en général, pour toute valeur de 
A= 8n —1, la relation 


ae Fi 
Vice ee, I+ @ Il cCn250 + x i. 
iety  ~ \lec- 2 en(2s+t)o+a/) ? 


ae Kee KK! 


[72 


|= 


avec 


entre zu 
en & et y=ent(—1+iVA)u, 


| 
NR ES 


nous donne l’équation différentielle 


% 
; 


= dy a C= I iVA)dx : 
VEO ce) Waa ay (e+ c) 
4 où l’on a posé ; 
ae 


avec les notations de M. Weierstrass, la relation 


A 
(2s+1)o. | |? 
2 —p| Og a 


¥— Poet 503) WL ‘ 
Fee MI nl 


—p( (us PR 
n 


MAS NCEE CT ae LT EGREMONT NNN 


‘ « 
x 


3 


donne l'équation différentiel 


Les fonctions modulaires requises dan 
niemes parties de multiples des périodes, 


- 


na=3(A ap) 
- étant un entier; et alors E 7 
‘ À -A—8n—p}. 2: 
Nous avons ainsi l'interprétation de la formule pour la classe 4°, — > à 


p- 44, Equations modulaires, où Von a 


= ——), w—I— x, J | 
dans l’équation modulaire du n° degré, reliant les & et ¢ de Jacobi. 
A= 7. — Prenons l'équation modulaire de Gutzlaff du 7° ordre. 
: VA + VEN =1. <x 


En posant 4 = 2’, #'— 2A, nous en tirons 


2 VAR =1. 
| A= 15. — Dans ce cas, le R. P. Joubert (Comptes rendus, t. L) donne 
r les valeurs ; 
+: NE Kia gee 
kk! = sin 18° : — — 
à < vi int pour K V3 
et 
‘/kk' = sinS40 K' ° 
Vkk' = sin54 pour ie We Aer 
my ; , K 3 
2 + he > 
g Ces valeurs de VA’ peuvent aussi se déduire de l'équation modu- & 


laire de Fiedler pour n — 15. 


a Pe 


kh Sh dans Péquation modulaire: Ae SE 
ns 10 = 4PR— 0, 


P—2ÿkk +1, Q=VkK + 2 VkK', R=Vkk 


Pe i Or tx, Rt 2, 
7 == s 
“Ag 12 I 
| SASL ORK 


— 3x5 + hae — [== 0, 


(aaa . Æ—i— x, BAIL = l= 0, 


= 


. 


ea eo, ek V3 »/31— 33 
0 63 . 
| nue 
== 13. — Pain pour Er est donnée par le 


a Joubert dans les Comptes rendus, t. L, sous la forme 


ake Vise pare At 


ad LA 
T - 
. ss PT sé 5 
: | a 
— 5 eo 
2 sf et ’ 
PES 7? PA : LP 
| PLIS 
; D Pi x 
— es ae = 
es ti gta 
HP, 7 ET - 
ee > À | : 
[es ees A a - 
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d’où ae 
(S+ae+7 =F 
ou 3 
2m =—1+VoV13 —5=—1+ (4/13 —1)?. 


A=47. — L’équation modulaire du 47° degré a été donnée par 
Hurwitz dans Math. Ann., t. XVII, p. 69, sous la forme suivante 


[2 GER + VEN —1) — UG RRP 
= 8(VkAA+ VK +1) — 7 16 VRAD; 
et la forme de Russell, donnée dans les Proc. London Math. Soc., 
COALS Dc tL Coe 


(P?— 4Q)'— 4PR(7P?+ 24Q) — 128 R?— 0. 


Alors, si = — V47, nous aurons, en posant A= #’, \ =&, 


(4 VER — VE VE — 2) =16 VR — 7 Vi6 VE +8 


ou, si 1644 = a", 


(223— w*?— 2)? —4a$— 7x +8 


ou 
a—o2r'+ 223 2?+1=0; 
posant 
16kk'= y5, 
alors 
Z=VY¥, 


et l'équation du 5° degré en y est 
yt 3y?+ 2y—1=0, 


une equation principale (Haupt gleichung ; Klein, /cosaéder); elle a été 
résolue par le Prof. G. Paxton Young; la solution a été publiée dans 
l’American Journal of Math., t. X, p. 108. 

L’équation du 5° degré n’a qu'une racine réelle, c’est 


lly + Ur + Uz + Uy, 


Le 


\ 


de 
a 


A, 
x 


SUSU bi tn à LA LA tea À aa VA D a 


SINCERE ete et EE 


De aA AA A) Le a 
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où l’on a posé 
= = G5 +73) + ote SE 1/7 (ar195 + 93015), 
ui = = 5 78) — gis 4/2 (ari95 — 96305), 
uh = 2 (05 — 78) + oh 4D (ane — 9439 V3), 


3 As 
uh = D (15 +7 V5) — 65 4/42 (a1125 + 9439 V5), 


les autres racines imaginaires de l’équation étant de la forme 
EU + EU + Su;+eEtu,, 


€ étant une racine 5° imaginaire de l’unité. 

Nous aurions pu employer l'équation modulaire du 47° degré donnée 
par Hurwitz dans les Math. Ann., i. XVII, p. 69, sous la forme sui- 
vante : 


Get =) den eV Ven ed) — 9 08 VAN PE. 


Alors, posant 


ou. hi) ka ke 


dans cette équation, ona 
K’ = 

TE V4) 

et 
(4 Vek — V4 VER — 2) — 16 kk! — 9/16 kk'+ 83 

si l’on pose 

LOK =e, 

(223 — 2?— 2)?= 4a — at +8, 


e—axvt+axi?— xv? +1—0, 


et si l’on pose encore æ = /y, on retombe sur l’équation précédem- 


ment trouvée = 7 
VHS +2Y —1—0. 


A— 55 —5.11. — Combinant les équations modulaires du 5° et 
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1° degré de Russell ou Schrôter, 
HA HAN +2 VGRAKH =1, 
VAR + VAN +0 VERRE NX =1, 
posant GAA AD’ = a", on tire de l'équation du 5° degré 
Ria RN ser — 27", 
kk HR ame, 
et de celle du 11° degré | 
VAR + VAN = Vor =1— 224, 


en sorte que > 
207+ V2x —1—=0, 


Boe ea 


me 


Alors, par des calculs pareils à ceux employés dans le cas de A=115, 
on obtient 
kk! ies AX! — æ*(2 ax 5x* + 2 DE): 


VE + = Viet ot) = 25, 


—Vkki + VAN = V5 Vas 


= 63 = 5°,7. — En opérant la transformation du 3° degré sur 
le module pour à — Ÿ7, nous obtenons le module requis. Posant 


alors æ = 2 V#F, le R. P. Joubert (Comptes rendus, t. L) donne I’ équa- 


tion sous la forme 
(a?— x + 5)?— 21(2 —1)?=0, 


d’où l’on peut facilement tirer a. 
A= 71et79. — Pour ces deux cas, consulter le D'E. W. Fiedler 


(Ueber eine besondere Classe modulargleichungen der elliptischen Func- 
tionen. Zurich, 1885). 


ics" : = 
Posant 2 V## = a, ona, dans la notation de Fiedler, 


Lier aT, LEE, Zot 22 +, Zs Ta: 


so. 
| 

nl 1 

‘ \ 


À 


RO SN PER LT AS SP SE ANT PO PAS TEA, we 
boite D oe ee PE ONE NT peéé dos dé) RS 


ds TNE NA D TT 


‘3 


L 


YA TA 


SUN D CEA ip es A 


RATER 


MENT OT SEEN 
Er Ne (si 
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A=71. — L’équation de Fiedler est 
(æ—1) + 27[(2@-+1)?+ g(x +ri) (2241)? 
. + 21(x +1) (2æ +7) +ra(ax +1)] 

— (2 —1)? 2*[6(92 +1) +7(x—1)]+ 2 —0o, 
À = 79. — L’équation en x est 
aoe ee ee no h(a en) 
+ 28 (@ +1)? (— 2% +1)?+ 21(—2%x+1)] 

— a5 (a +1) + 26 (a +1) (— 2x +1) + 24(— 22 +1)] + 8(@+1)2*=0; 


équations respectivement du 9° et du 8° degré pour A = 71, 79. 


À = 87 — 3.29. — On pourrait en ce cas employer la combinai- 
son des équations modulaires du 3° et 29° degré, mais cette dernière 
n’a pas encore été calculée, par M. Russell ou d’autres, sous une 
forme commode, et la forme donnée par Schrôter ne convient pas au 


but proposé. 


Az 95 = 5.19. — Posant, comme auparavant, 
GRRE N= Gi et VAR VEN = Var, 


nous tirons de l'équation modulaire du 5° degré, avec la notation de 
M. Russell, 


Ces valeurs, substituées dans l’équation du 19° degré de Russell, 
nous donnent une équation du 12° degré en x. 


CLasse C. 


A =: (mod 4). 


Celle-ci est la Classe 1° de M. Hermite (Equations modulaires, 
p. 44), et Vinvariant absolu numérique le plus simple est, suivant 


lui, 
RC 
Herr æ(æ—1} 
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qui, en remplaçant æ par 1 — a devient 


14?) 
IDE 


__(i—4k3k) 


œ AVE ) 


alors, posant 8 =a, y = Va +16, ; 


=e! note 1 EE a 
Te pray VE Steel 
et, suivant M. Hermite, 8 et y sont en un très grand nombre de cas 
des entiers. 


Avec le multiplicateur complexe 


Mr va) 


, . . . . a , : 
p étant un entier impair, on peut exprimer y —Cn;; en fonction de 


æ = cnu par une formule irrationnelle, à l’aide de la méthode exposée 
par M. G. H. Stuart dans le Quart. Journ. of Mathematics, t. XXII, 
p. 147; alors les fonctions modulaires qui entrent dans ces formules 
sont des fonctions des n*™* parties des multiples des périodes, 

n= (A + p?) 
étant entier, en sorte que 


A= 2n— ?’, 


comme dans les formules de M. Hermite (Éguations modulaires, 
p- 44). Ou encore, avec les notations de M. Weierstrass, nous pouvons 
relier ensemble 


Gras À yep), 
A=4n+1 et maan+t, 


à l'aide de la relation 
COR 
J— Pr LE)? æ— plu 4 m de] 
A ¥—Pptor. =(¢ à) Il (4r+1)0s3 
TL P 


m 


transformation de degré nr + 4 = tm. 
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Kak et k= k=sin§5; 
ai 
"= 0, geo, Oy ie 


= 2?, «= 2°, valeurs tirées de l'équation modulaire | 
du 5e “duré avec À = k’, N — #. Alors 


p kk’ +2 Vk2k? —1=0 
ou, oe VaR = a = +, 


a EL +22 —1—0, CPS eo, 
x= ~(V5—1), 
-  akk'— Men) (Abel.) 


A= 9= 32. — Icil’ona (Kronecker) 
an Cae 20 Bas, yesh, 
ou, posant 2kk' = z, 


ë #—1hs—1=0, 327 Pe SS ese | 


_ A=13. — Nous avons ici (Kronecker) 


S # er" . 
Di of B= 36, CRON oye 
a ; ; ‘Æe ots 3 
i ; oe) . 
D HA 17. — Prenant [re équation modulaire du 17° degré de Russell 
net pique A=, N— #4, nous en tirerons l'équation en z = Mice 
2 o (s —1) (8?— 363 — 1)? (24 — 80.28 — 982?— 803 +1)=0. 


Le facteurs —1=o correspond AA —1 ce facteur s?— 36s —1—0 
aa = 19; en sorte que 


34 — 8023 — 983? — 805 +1—0; 


: ” 
a 
; 2, 
PC : AL 
¥ Sen 
> 3 à 
eno > os, Z 
z z 2 # 
Ms LE Cp wa 
<a z LA 27 = CEA | 
+ : og eet ” 
= Zo 5 LÉ OO 
a ; CA 
= 7 ie 
aes : ee - A 
: le AS, 
; D : 
ae # 


196 A. G. GREENHILL. 
et 
y°— 807 — 100 — 0, 
y=10V/17 + fo, 
ps — 3 = 4206 + 5017, 


A= 21=3.7. — Dans ce cas (Kronecker), 
a = 27,32(/3 +1)’, 


hast VIE NO Ce NT es 
akk = ( - .F ) pour K = V2 


ae ay NES lc AN 1 is 
amv = (VV) (eas » pour Fat 


A= 25 — 5?. — Dans ce cas 


— 2#,32.1/5, oO 7100 
7 7 
akk'= (ee 

2 


A = 29. — L’équation modulaire en 4A, £2’, sous la forme de 
M. Russell, est 


PS+R (AP!??+ BP'°Q + CP8Q?+ DP*Q?+ EP! Q*+ FP2Q5+ G°Q°) 
+ R?(HP® + JP7Q +KP*5Q?+ LP?Q?+ MPQ:) 
+ R(NPS + OP:Q + SP?Q?+ + TQ?) 
+ R'(UP: + VPQ) + WR'=0, 
où l’on a posé 
P=2+y-—-1, 
Q=xy—x— 7, 
Ri=— zy, 
avec 
ner Ve Rae 
A, B, C, ..., U, V, W étant des coefficients numériques qui n’ont pas 


encore été déterminés. 
Posant À = #4’, \’ =&, ets = 2kk’, 


dr px == ~ - 
P=s—r, .Q=tst—:, R=—}2?, 
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par analogie avec les cas précédents, l'équation obtenue aura un fac- 
teur s +1 et d’autres facteurs correspondant aux valeurs précédentes 
de À. | 
En attendant la détermination qui n’a pas encore été faite des 
coefficients numériques de l’équation modulaire de Russell du 29° de- 
gré, cherchons les valeurs numériques des fonctions modulaires pour 
A= 29 par la méthode de M. Hermite dans sa classe 1°, à l’aide de 
l’équation modulaire pour n = 19; dans ce cas, les valeurs correspon- 
dantes de A sont données par 


Ri == D == 39,29, 13; 


et les solutions pour A = 37 et 13 sont simples et bien connues. 
Posons, avec la notation de M. Hermite, 


ANUS — +; 


alors, puisque 4* = u° = 2, et que u* = Ps On a 
À —1 1+ k 
Pt werk kh 
wt kh Va rye 
1—Vz 
eh at \/ax EL. 
17 2 
Alors, dans la notation de Russell, avec £X = w°, EN = 219", ef — 1, 
on à À 
P=w(rpets), 
Q=w?(eV2¢—1), 
D 5 100, 
ou 
I 4 I 
t Ww x Kh VEL 
et il vient | en 
Poe Sw te oe Vr = (1 +1) VB 
Vævi—x 
avec e* = — I. 
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Dans la notation de Russell, pour 2 = 19, 
P—m+eVaw—i=m(t+i+i), 
Q — eva — w2— eVaw = w?(t-+ it — 1), 
R=—¢eV2e=— wi(1+ 2). 
Substituant les valeurs ci-dessus dans 


P5— 112 PPR + 256QR = 0, 
nous obtenons 


(ti 0) +3112(1+ 2) (¢ +14 2)?—256(1+ 2) (¢+¢—1)=0, 


ou 
&+5t'+920—20¢ + 284 1(5¢4'+ 206 + 13202 —64t+476)— 0. 


Cette équation a pour facteur 


?+8¢+16—18i=0, 


donnant 
f=—423eV2——1+8i ou —7—84s'- 


par conséquent 
B— 6 ou 42%, 
correspondant a 


Le facteur du 3° degré restant est 
@—(3—57)f+(8—a2t)t—14+ 14i=0, 
en sorte que l’on a 
(+ (32 + 262) + (116 + 1927) + 3921 — 0, 


et, comme 


Pr Li) VE, 


il vient 
5 1 
B* + 268+ 4487 +56 —0, 


322, 
2:29, alors 
27 


6* — 5888? — 9768 — 3136— 0, 


équation du 3° degré dont le discriminant est 
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‘ 


Ps a I 
durs 


35 + 58825 — 979s Oe 28 + 979 3° + 5882—1=0. 


ra 
Lai connaissance de ce facteur sera un jour d’une très gran utilité 


pour déterminer les coefficients numériques A, B, C,...,U,V, W dans 
l'équation modulaire du 29° degre. - 


A= 33 =3.11. — Ici nous avons 


: =a 2 ; a See 


Ces valeurs sont obtenues par Ja combinaison de l’équation modu- 
laire de Schrôter ou de Russell du 11° degré 


» "i > 


| RO) | tt Ter 
| avec Péquation du 3° degré | : 
A) VEX + VRID 3 Ils 


| Posons Dr — i al0tss 


kKN+AVkK'A=1—22, 
See te ee ep 


= EAN 1x, 
PF (EN — KAÿ=1—2%; 
par conséquent 


1— 22 + (1 —4x + ha? as) (AN — KAY HAN + ie 


= 


ou. ee ae 
ae (1—4a+4x?— 2x8) — 2x, 
ou enfin x 
- LEE ET À oh © EE +-1= 0. 
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Cette dernière équation réciproque du 6° degré a pour facteurs 


(@— 4x +i)(xt—4xi+qa—hx +1) =o. 


Posant « + = — y, il vient 
ae 


yi — 8y?+ 217 — 20 — 0, 
(y—4) (7 —4y +5)=0; 
en sorte que ; 
gant VESTE 


Prenons la racine réelle 


I 
Y=4=x+—; 
x 


ca Vis) 
on obtiendra alors 

EN+KA— Yart*= £(4/3—1)’, 

Kh EAN —=1— t= $(/3.—1)*, 
(Kak) ky B83. — a), 
(k’— k) (WA) = 2(V3—1)", 

(9+ 2kk') (1+ 2) = 9(¥3 —1)$, 
(1—2 kk’) (1— ar) = 4(V3—:1)", 
4( kes Wa) = 5/3 — 1)", 
64kAR RH == 4/3 —1)**, 
16( kk! — AN} = 92(/3 —1)"*, 
BON — kk’) = $11 (V3 —1)°, 
8kk'= 4(10—3V11)(V3—:1}", 


(EY) (5) 


3 
2 
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6 =tVa 


= sp — 2 kt 


ee eo) 


23156 \/11 + 300 3 
= 4/3 (75 +13V33); 
a == 9", 3( 95-4 13/33)"; 


7 = sq + ake 
— 520 + 90/33 
=10(52 + 9/33); 

a +16 = 2'.52(52 + 91/33)’; 


et l’on obtient de même, pour Ad’ et a’ les valeurs correspondant à 
A’ - 
z= VE et l’on trouve 
a! — 24. 8(75 — 13/33)» 
a! +16 = 2',52(52 — 91/33). 
A = 37. — lei lona 
CEE NS EG A 
SCT be 
y=2.5.29V37, 


valeurs obtenues par M. Hermite (Théorie des équations modulaires, 
p. 50, note) et aussi par M. Kronecker (Berlin. Sitz., 1862); alors 


akk! = (37 —6}, yi = (37 +6)’. 


A=41. — Cas non encore résolu; mais l’on doit s’attendre à 
obtenir une équation de degré 4 en «, 6 ou y, puisque p — 4. 


À = 45 = 3.5. — Ici, à l’aide de la transformation du 3° degré 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juin 1894. 26 
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pour A= 5, ona 
a — 28(17 +1073)’, a+16= 80(527 + 3041/3)’, 
B=2%(17 +1073), y  —2V5(527+ 30473); 
2 kk!— pes, Gaal avec 5 V4; 


V2 
,_(V8—:1\"*/V5+V3)\" Meo! 
NA (= PRE » re 5 
À = 49 = 7°. — Dans ce cas, à l’aide de la transformation du 


7° degré pour À — 1, : 
a= 2'.3'(3 +7) V7, 
Vk, VA = V2, 
NT) 
kk - 
a. 


(Kronecker, Berlin Sitz., 1862; G.-H. Stuart, Quart. Journ. of Math., 
A.) Ep. 0.) 


et l’on a 


A= 53. — Le cas n’a pas encore été résolu pour ce nombre pre- 
mier. On a p = 3, on doit donc s’attendre à une équation de degré 3 
pour «. 


A = 57 = 3.19. — Nous combinons les équations modulaires du 3° 
et du 19° degré, et posant yt = Vkk’ AX de l’équation du 3° ordre, 
nous tirons 

KA +kN —=1— 7, 


kh EN =Vy, 
VEL + VEN = V+ Var: 


et nous avons, avec la notation de Russell, 
P=. Vy+Vay —1r, 


Q= iy—Vy+ Var, 
R=—;7. 


2 
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Substituant ces valeurs dans son équation modulaire du 19° degré, 
nous obtenons une équation en y, qui est réciproque lorsqu'on l’a 


rendue rationnelle; posant alors y — ; = 29, il vient 


P+ 5 pt 4693+ 706 9? — 6119 +169 — 0 


4 ou 
eo (vy +13) (¢+— 805 + 586? 48» +13) =0 
4 Peou ze 
-# (0 +13) [(o?— 40 +3) + (6e + 2)?]=0. 
4 Prenant la valeur » = — 13, 

em [ RE) 38; 

3 AVR 
À kk' +N = V2 y) =— 229 = 0267; 
< 2VRREN = ys 

4 VAR + VIN = 3 V3y, 
= — Vk +VIN=5y. 

“4 Mais AS 
xs i 27 =V2(3V/19 —13), 

3 a en sorte que 

g 31)" /3y19— 13)’ tre 

4 2 kk!— (f= Ene avec ae V57, 

4 Varie se) Noes 07 10 
_ 1 — = ! ee » — = ae 
x aie ( V2 V2 A 3 

LE. A—61. — La question n’est pas encore résolue pour ce nombre 
E premier, mais la solution dépend, dans la méthode de M. Hermite, 

E- dern— 31. 

4 A =65 = 5.13. — Combinons l'équation modulaire du 5° et celle 
“À du 13° degré; alors, posant 44A#'2’= x", nous tirons de l'équation du 
4 5e degré 

4 e K+ kN 1 — 22%, 

_ | Kis AN = 22 — 2, 

4 > fag : j Fol 
ee 


wer 
; we Beye 
Re, OP wes 


+É 
=. l'équ ae 


=~ 


= ya by —10=0,, 


yaVB+e), 


atk où l’on ey tirer les valeurs de Aé et ax. 


en sorte que 


A= 60 = 3. 23. — Combinons l’é équation modulaire de Schrôter, © 
Hurwitz ou Russell du 23° degré, : 


(1) | VAR + VEN + VV 256KNK HN — 1 


avec celle de Jacobi du 3° degré 


(2) VAR uA RN 1: 
; oe. ~ Posant | | | 
ne | SSG RAEN = Er, ae ~ ll 
ne il vient oe aay ; 4 
URI VEN 1 — Vax, > x « 
VA + VEN = 1— a V2œ + 24 aa, 
! KA + RN=(1—2Vax+oa— 2e) — x 
d et 
KHAN =1— x, 
A : CA HAN) “1— 228; 
| par conséquent, 
a KA + k= Van 
ou | 
(1— 222+ 22?— Vans) — =a 
| Ay 
a — 4V2a+iaxt— 1022 + ia — 4 ax +1 Vous, à 
i 


OM Ree ae APN ee et 
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équation réciproque du 6° degré en x. Posons 


1 
— + T—=Y 
Jo 


alors 
y—4yVay?+ 97 — 342 — 0. 


Cette équation se décompose en facteurs, et l’on a 


(y —V2) (7 3127 +3) =0; 


elle admet pour racines 
3 + 3 


a 


v2, 


Pour que x soit réel, y doit surpasser 2, et nous devons prendre 


me 


a + == 


SE cE 


Alors 
KA KN = V2 x, 
RUE Nr x": 


et, en multipliant ces deux égalités membre à membre, il vient 


kk eM S/o 2? (1 — x), 


et encore 
aVkKK AN = 2, 


en sorte que 


Vik + int = 08 /Va (5-2) +1, 
VER +i =a (/ ya (5 — at) 1. 


A = 73. — Nombre premier, cas non encore résolu; mais la solution 
dépend, suivant la méthode de M. Hermite, de n = 37. Puisque p= 2, 


nous devons prévoir une équation quadratique pour a. 
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A=77=7.11. — Combinons l'équation modulaire du 11° degré 
VAR + VEN +2 VAN = 1, 
avec l'équation de Gutzlaff du 7° degré 


VASE VEN x, 


en posant 
LKX KT. 
Alors 
VAR + VEN = 1 — aa, 
kite MN a1—42°+ 42 — x, 
et 
VE + VEN =1— V2 xt, 
KA + kKN—1— 2V22 + x. 
Mais 


(AA HAN) + (AD + AN = + 4kXRN 


et, par conséquent, 


(1— hat +42 — 2)? L(1—2Va2at 2) 14 x" 


ou 
(1— 22 a? + a) —r+ 2? (1 — 4a? + hort — at)? 
= 82? — aha + 34 af — 2428 + 8x"? 
momo 52 art) 
1— 2/223 + 2 — 2/2 x — 31/2 5 + aV/2 2 


ou 
: x? —a\/2 2+ ax —a\/ar+1=0, 
équation réciproque du 6° degré en a, qui, si l’on pose : +2r2=y, 
devient 
y*—2Vay? — 3y + 52 =0, 
(y—V2) (yi—Vay—5)=0, 
et a pour racines 
> + Vin 
V2, rena 
V2 


Il faut choisir celle qui est plus grande que 2. 


Lae 
rN à à ken be > 
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Alors 
kKhtk’V=1—ha*?+ hat — x, 


WK+kM = aon — 32 2+ 2/2 2, 


kk! + n= yaa] à aa a(S 2 2) (3 +2") a 5}, 


ON kk KN 2%, 
d’où l’on tire VAR, VAN et 24#, 21N. 


A= 81 = 3‘. — La solution s’obtient par la considération de A = 3. 


A= 85 =5.17. — Prenons l’équation modulaire du 5° degré et 
posons 
Te Wik EE 
dans ce cas 
2 =4(/85 — 9) 


est une valeur, tirée des solutions approchées données par le Prof. 
H.-J.-S. Smith, Rapport sur la théorie des nombres, présenté en 1865 
ala British Association, p. 374. 

Alors | 


RA+EkN—1— 04, 
chee eh = 77 — Tr; 
on en tire, par multiplication, 


EES N= a (2 — 2?) (0 — 22?) = 2 (22-2? — 5 + 22") = 1612; 


Kh BAN S92 V5 x3 3 


re 12 GE 3 ! = 
SKN = & zs ‘) ee = 9) ; pour = = _ 


A = 89. — Pour ce nombre premier, la question n’a pas encore été 
résolue. 
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A = 93 = 3.31. — De l’équation modulaire du 3° degré 


Vk + RES 
VARNEN =, 


en posant 
RASE RN == 


on tire 
(kA AN) = 1 + GRR AN (KA + AN 


=1+ 42 (rom) =4r?, 
ki+tk'N=22, 


VkA+ VAN =Vax + 227, 
VER + VEN = VV2x +20? +22. 


Alors, avec les notations de Russell, 


PES + WV2x +22 +2x, 


Q=zx+WVVaz+oai+oz, 
Raa 


P?—4Q=1—2x+V2x +azt— 2 VV2x + x+2x, 


et l’équation modulaire du 31° ordre 


(P?— 4Q)?—4PR=o0 
devient 


(—ox+Vaz + 2x? — o Wzz+ 221422) 


— 4x—4a\Vax +azt +ax —0;: 
en faisant disparaître l’irrationnalité, il vient 


1+2% +62 +9(3—9x)V2x +ax 


=40—a#+V2x +22?) Wart 227 +27 


ou 
1— 207 + 82? — 7229 + 682 — 4(1+ 122 —182?+ 1243) ax + 223, 
ou enfin 


1— 722 — 4162? — 4048 x? + 12680 x? — 8096 x — 1664 x5 — 57627 +162 — 0. 
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Cette expression, en posant ÿ2x = y, devient 


1— 36 27 — 208 y? — 1012 /2y3+ 3170 y* 
— 1012/2 y5 — 2087 — 36 Vay7+ y —0, 


equation réciproque en y. Posant maintenant 


I — 

ay y =V2», 

alors 

I 

yr a 
I = 

re 293— 3/29, 
I 

ye + = =40'— 807+ 2, 
dé 


en sorte que 
pt — 36 03 — 106 9? — 452” + 897 — 0, 


(v — 39) (8 + 30?+11¢9— 23) =o. 


Prenant la racine v = 39, il vient 


y+ 5 =39v2, 


por = IN vis, 
ay = V2 (39—7 31); 
2% == 39 —7 315 
ERS hh = 2a 82") Seay (= ~y) 14 Vary’, 
aVkX KN = y; 
RS, 
akk'= 431 — 453) y° 
= (Eau) (uv) 
2 | V2 


avec 


Ann. de L'Éc. Normale 3° Série. Tome XT. — Juicer 1894. 
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a = (v5 =e a (3 DA 


et l’on trouve 


avec 2 
A’ 31 
re = ve 


A = 97. — Guidés par les valeurs numériques approchées, données 
par Kronecker et reproduites, en citation, par Smith (Rapport sur la 
théorie des nombres, p. 374; 1865), nous en déduirons 


a = 33210\/97 + 327078, 


a étant donné par une équation du second degré, puisque p = 2 pour 
le déterminant — 97 ('). 


A = 101. — Nombre premier. Or p = 7 pour le déterminant — ror, 
et nous devons prévoir une équation irréductible de degré 7, pour dé- 
terminer &. 


A=105 = 3.5.7. — C’est un nombre composé de trois facteurs pre- 
miers, et c’est le premier de cette nature que l’on rencontre jusqu'ici. 

La solution de l’équation modulaire a été donnée pour ce cas par 
Kronecker (Berlin. Sitsung., 1862), mais la méthode de résolution n’y 
est que très brièvement indiquée, et il se trouve de nombreuses fautes 
d'impression dans les résultats. 

Nous obtiendrons la solution en combinant l'équation de Gutzlaft 


/ 


KTR + EM 1 
avec celle de Fiedler du 15° degré 


Z, Zz + 43 = 0, 


Zi = VAR AN VERA + VAR, 
Z,=+VRAEN, 
le TF — 47. 


(1) Comparer M. H. WEBER, Acta mathematica, t, XI, p. 4. Voir lAppendice à la fin 
du présent Mémoire. 
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4 = . : . 4 FETE . 4 a es 4 iw 
Ecrivons æ au lieu de VAAA'X’ et w au lieu de VAA + VEN, alors 


Li = +1, L= w + x, i= x, 
Ly = (w +1)*— 4(w + 2) = (w 1) — Ga, 


et l'équation de Fiedler devient 


(w +1) (DE hao (w+1)+ he =o, 
ou 
(w+1) (w — 1)? = 4wx, 
OU 

D — D? — Hi 4wx,. 


Maintenant, nous tirons de l’équation de Gutzlaf 


VAR + VEN =1— 22, 
Ah kiN Si — hoe 2 23, 
et, par conséquent, 


(AA +A YH 14+ 4e'—(1— 4x + 22")? = 82 — 20? + 1623, 


Mais 
VA a VAN = æ, 
Vka eV kh = 7? — 200, 
RD KN = 0 — 46a + 22? = pp — pp? —w + 27°? 


20? + hwo + 22 —1 = 2a(w+r)?—1; 
posant done w+ 2 =, il vient 


22%—1= V162*— 2027+ 8x7 
et 
23— (32 +1)3? + (32?— 2% —1)s — 23 + Sr +x7+1=0; 


il nous faut alors éliminer z entre ces deux équations. 


Faisant 
—i1=t, e=—t(t+1), 
- commelona 


LH (32? où —1)5) —[(3x+ 1) — 2° +32 + x +1] —0o 
ou ; 
35— (327+ 104+ 3)3* 
re eo 198 tr 3) 2s" (a —32" > @¢ —1)'=0, 
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il viendra 


| 2 
(Et) — (822+ 10243) (+) | 


2 2 
Lo mn 
+ (3x + 4a*?+10x2?+ 124 + 3) = — (2? — 3x? — x —1)?=0, 
ou 
8— (6x? + 20x 4.3) 2 + (122* + 167 + 28 x? + 8x + 3)t 
— (82° — 482$ + 44x + 162% + 222? —1227 +1) =0, 
ou 


t(2+122'+ 1623+ 282? + 8x + 3) 


= V(16 2 — 2027+ 8x) (122+ + 3223 + 8x? + 164 +3 
= 8af + 482° + 244 xt — 288273 + 1222?+ 124+1, 


équation réciproque en ÿ2 æ. 
Posons 2x” — yet élevons au carré, il vient 


(4V27$—1072+ 4V2y) (37# + 8V2Y + Gy? + 8V2y 4+ 3)? 
= (9+ 67/2 y5+ 61 y* — 72V2 8 +617 +6V2y+ 1); 


et, faisant y + : = 2e, 


I -, - 
Y+G=w—2, J+ == 2209 — 3Vae, 
(8 — 10) (62+ 166 — 2)? = 2(208 + 1207+ 589 — 81)? 
ou 
(4v—59) (36? + 8¢ —1)?= (68 + 692+ age — 42), 
ou ; 


9§ — 2405 — 53 pt + 2723+ 6919%— 25209 + 1769 = 0. 
On a découvert un facteur carré de cette équation 
6? — 280 + 61, 


pendant le calcul des valeurs numériques approchées de æ par un pro- 
cédé que nous exposerons subséquemment. 
Le facteur du quatrième degré restant, de l’équation du sixième 
degré, 
PH 40? — 20 — 289 + 29 = (vp? + 20 — 5}? + 4(v — 1) — 0, 


n'a que des racines imaginaires. 
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Prenons les déterminations de » données par l'équation 
v?— 28p+61—0, d’où 1g = 3/05. 
L’équation du 12° degré, réciproque, en y, et développée serait 


Y— 24 271 — 100 71° — 424 V2 y° + 2355 73 — 8688 V271 
+ 19064 75 — 8688 V/2,y5 + 2355 y* + 424 V2 y? — 1007? — 24 Vay + 1—0, 


qui admet un facteur réciproque 
yt — 98 V2 y + 124 y? — 28 V2 y +1, 


obtenu par la considération de 


p2— 286 + 61. 
Maintenant ee 
| VER + VAN — 1, 
Vk ae EN = T2 7, 
RA kN S1— 2 pe 7 
et A — 
kh + k= VE Vay —10y? +4 Var; 
or, Si 
y= GRR, 
> 2 
eae = V2», 
y A 
avec 
: e==14 + 3V15, 


1 y =V2r— 4 = 658 + 168/15 = Va (321 + 2/35). 
D 


on obtiendra donc 
= = Va (id + 8 V5 + 8 Var 235) = Va (a V7 + 83) (V7 + V5), 
1 _ (VI+V3\ v7 +V5 
(En) a8, 
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Maintenant 
VAR + VEN — 1, 
VER + VK N=1—V2y, 
kh +kN—1—2V2y +7, 


Meek Hviey—O—ayay +») = V4Vay — 1072+ 427", 


par conséquent 


kk = y? (= +y—avi) iv: ( +r) — 10 
Æyr(V39—aya)Vée ie 
=ay?(v—2)V4e—5 : 

— oy? (124+3V15)(6+V:5) 
= y? (234 + 60/15) 


et 
2 VKRK N= 3 
par conséquent 
VA! + VAN = y V235 + 60V15 = y (3/15 SE 10), 
VAR + Van = y V233 + 6015 = y (53 +6V3), 


ou 
2 VRF — 7 (315 +10 —5V5 — 63) 
V3 —1 . V5 —1 : 
nu Les EE > ee es 
=iy( = = > 
pa (Nr aes 
ae () ( <— : 
ou enfin 
Va kk = (£ —) Cs) (25) v7 —V5 
V2 * 2 yo 
pour 


K =V 105; : 


LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 215 


et 
= (V3+1 (V5 [V5 — V3)" V5 —V5 
oe, ESNeE = 
pour 
K_ /5 
A 2, 


Par conséquent 


à eet) (ee) pe) fiat : 
v2 
et l’on voit que $ et f sont racines d’une équation du second degré. 
Si nous prenons l’autre racine de l'équation du second degré 
p?=— 289 +61=0, 
p = 14 — 3 V5, 


nous aurons 
5 V9 (1G — 3 V5 + 821 — 235) = V2 (2 V7 +88) (V7 — V5), 


ETES 
au ve 
le eae, 
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Alors 
kk! + 0 = 72 (234 — 6013) 
et, par conséquent, 
VAR + VIN = y (315 — 10), 
— Vikki + iv =y (5 V5 — 63) 


; VERT ONDES 
= (3-5) (5+2) 7 

avec : ; my ; 

Sey hal! 

RUES 
À = (ee) ee Me 
avec 3 

es 

A 5 


Suivant Kronecker (Berlin. Sitz. ; 1862), ona 
akk'= (2y —3a)?(5 + ga +168 + hy + 7By +1208 + 3aBy), 


a, 8, y désignant respectivement \/3, V5, V7. 
V— x\8 E 

Le facteur 2y — 3a = (=) ; mais le second facteur ne peut pas 
A ré \ x 3 B—1 4 + # 
être amené à correspondre à (2 + x) ("——) (6+ $y), résultat 
obtenu ci-dessus. 

Les valeurs numériques approchées de x et y ont été tirées des for- 
mules 


ki = 29°, V2 kk = Ne 


ry BAW IR 
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SK 
Or, si K = V105, ona 
log 105 = 2,0211893, 


K’ 
log KE = log 105 = 1,01059465 


logr loge = 0,1349342, 


log loz (=) URI CR 
log (=) =13,9806984, 
1 
nt 8 
log (=) = Ey 
3 
10g2* = 0,2257725, 
log ——— — 1,5218148, 
© Vakk Fu 
log V24k = 2,4781852, 
. A! 
et, SL A — 2, 
10819 =" 451706013, 
log 7 = 0,8450980, 
log — 0,3309933, 
A! 15 
log ni log 7 = 0,16549665, 
logr loge = 0,1349342, 
log log (=) = 0,30043085, 
log (=) = 0109724723, 
[ 8 
log (=) re 


loga* = 0,2297720, 

los a — 0,0238828, 
° Yan 

log Vai = 7;9701172, 
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En combinant ces transformations lorsque l’on emploie les équations 
modulaires du 7° et du 15° degré, ona 


log=— 1,5456976, = 35,131633, 
: 


I 
à Ae 
log y= 2,4543024, y= 0,028464, 
I 
— + y= 35,161097, 
y 97 
log 26 — 1,5460624, 
log V2 = 0,1505150, 


logv= 1,3955474, 


Ke as 
Roe Nae 


log \/2 kk! = 1,64324355, 


D’une maniere toute pareille, lorsque 


et, lorsque Bees 21 
: Le | A joes 5 ’ 


log \/2Aa' = 1,87623125, 
logy’ = 1,5194748, 
I ~ 
lee 0,4805252, 
7. 205303073, # 
I 
Fi 3,02360, 
Var = 3,35433, 
log V2 v'— 0,5256058, - 
log/2 = 0,1505150, 
log ¢’= 0,3750908, oe == 93,97107, 
logv= 143955474, 
log vve'= 1,7706382, pp! = 58,971, 
ÊE 
y+ p' = 24,862 
+ 2,372 
= 27,234 


Ces résultats indiquent, les approximations n'étant pas poussées 


SON AT 


n” 


mt à un leise, 
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AT | fe ve K 1D. /a 35 
res loin, pour les rapports des périodes meee eel A > 
7 
les valeurs exactes de 9 + 9’ et 99’, qui sont 
p+ p'— 28, CHE ON 


Prenons, néanmoins, les valeurs dans les Tables de Legendre, nous 
trouvons 


K’ ES Me. 

K = a akk' rm sin45°30', 
K! 21 . 

K = 5? 2 kk'e sin 18° 4o'," 
K’ 35 ; à 

K = “3? akk'msin 2° 8’, 


Si nous avions combiné l’équation modulaire de Jacobi du 3° degré 
VAR VAN =1 
avec celle de Fiedler du 3° degré 


Z2— 821, + 82, — 41 — 0, 


ou 
Y — Vk VN =, 
(oe ERIE N EUX 
(i cae a we 


TO REN ELEN (Ra NUR = (k —1) VR; 
uis, posé 
3 à kh = x, 
ONE fo] is hr 
(kA +4) P14 Gert — (1 — 22) = 42, 
VRA EVER V5 es 


de sorte que 


Lie Vaz + ax? —1, 
Ls — z—V/27 +227, 
Z;, = 2, 


Ua (za) + (MN) VEN — (KA) VAR, 
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on aurait alors 


(Jax + 20% —1)— 8(Var+ 22? —1) (2?— Vor +22) +4a—82*— 8x 
= 4 |(k'— 0) VEN — (k — 2) VA] 


—4VG—22)V(i— 20” + 227) Var +22? +2242. 


Élevant au carré, apres réductions faites, 
1—10x + 205047 + 448 x*— 172 r+ — 136.2° + 136.2% 
— (6+ 8027 + 128.2?— 16.23 + 152æ&t— 96.2") (2a + 22, 
et, répétant encore la même opération, 


1— 922 — 1392 x? — 21896 x* — 3252x* 
+ 155296 2° + 829765 — 310592 27 — 13008 x 
+ 179168 x9 — 22292219 + 2944x!t + 6422 =o. 


En faisant V2x — y, on obtiendrait l'équation réciproque suivante : 
y? + 46V27"1— 696 y' + 5474 V27°— 813 y® 
— 19412 V2 y + 6032 y + 19412275 
— 813 y* — 5474 V2,y3 — 696 y? — 46 Vay +1=0. 


Posons, comme auparavant, 


p5— 351 04+ 4950? + 783 + 46 (6 — 2) (v' + 58 0? — 135) — 0, 
et ensuite, faisant 
I cui 
y rev ome a th 
1 2 
Se eee Or. 
I = 
— —y=V2 (22+ 30), 


i 
nr ay 2 
gH y= 4ur+ 8ui+ a, 


—y=\/2 (4u5+10u3+5u), 


75 + y§= BSuÿ+ 24ut + 18u? + 2, 
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on aura 


u® — 46 u5 — 345 u*— 2852 u? — 897 u? + Ggou + 377 — 0, 


ayant un facteur carré u? — 54u + 29, trouvé comme précédemment 
par la considération des valeurs numériques approchées des modules. 
L’équation du 6° degré se décompose alors en facteurs 


(u®— 54u + 29) (ut Su + 58u? + 48u +13) — 0. 
Le facteur du 4° degré peut s’écrire 
(w?+ 4u+3)?+ (6u-+ 2), 
et, comme l’on voit, n’admet que des racines imaginaires. 
Mais si = — y = Vauetu = 27 +10ÿ7, de u°— 54u + 29 = 0, on 


tire 


o + y =Vaut+ 4 = 2862 + 1080/7 = V2 (6/21 +153), 


4 5 = Va (27 + 107 + 6 Vai + 15/3) = V2 (3y3 + 5) (2137 + 3 V3), 
Bey): 
Or 


Vay AK = vy 
kin AN =1-—Y’, 
Phe kN Str y7—G—¥) =ve2y, 
Be AN ae Vy (92) 9? U, 
aVkikN = y? 


et, par conséquent, 


VER + VIR = y au +1 = y V55 + 207 =y (V35 + 2 V3), 
— Vk + VAN = yVou—1 = y V53 + 207 = y (2 V7 +5), 
2 VER = y (V85 + 25 — 27-5) = y (V5 — 2) V7 — V5), 


aE) Eee) =) (En aE 
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SE ITS à 


k= 


comme précédemment, et de méme 


V2 == V3: Et V5 = ; V7 — V3 ~ V7 + 5 
Bus V2 2 2.) V2 E 


A’ 35 


avec 


A 3 : 


A =161 = 7.23. — Combinons l’équation modulaire de Schrôter ou 
de Russell du 23° degré 


Vi ha U hie 


en posan t 
4 KA MNS", 


Alors, pour l'équation du 23° degré, on a 


VAR = Vu! ie Vax, 
Vki +VAN =1—2 V2æ + 22? —\ 23 


> 


RETURN = (1 5) V2x noire V2 a)? x8 


expression réciproque. 
Ensuite, pour l'équation du 7° degré, 


VA us Vea a 22°, 
X= kiN = I — 9 Vox? + 2°; 


mais 
(KK ERM (RIDE EMS GEAR! 


2 ie F 
— 
” LES MODULES- DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. O33 


et, par conséquent, | / 


(1— 4 ax +ioæt— 10/22 + 1925 — 4V2as+ xs) 
+ (1 —2Vf20%+ Fi Dove, 
équation réciproque du 12° degré en x. 
Posons 
I iho, 
| ur Ve 
alors : 
4y’—32 7% + 100 y*— 160 y3+ 113 y?— ah y +9 =0, 

équation du 6° degré en y, dont on peut découvrir un facteur carré en 
calculant comme précédemment les valeurs numériques approchées 
d’une paire de racines. 


A— 193. — C'est un nombre premier pour lequel, d’après Gauss, 
p = 2, en sorte que « doit être de la forme My193 + N, lorsque Met N 
sont entiers, et les valeurs numériques de M et N peuvent être déter- 
minées par un calcul d’approximation. 


Fe Crasse D. 


A= 2(med4). 


Cette classe est la méme que celle désignée sous le n° 2 par 
M. Hermite (Hquations modulaires, p. 44). 


SS Pour résoudre l’équation modulaire d’après la méthode de M. Her- 
D. mite, nous posons 
a k Wiad 8 
NE eI et) ue vy 
2 prt 
BB alors ; 
74 ‘geo 
ee k eS u* = , 
a E EL + À 
% Ur 
"A k — =o 
Jaa Lt Ls 


et 
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formule équivalente à l'équation modulaire de la transformation du 


second degré. 
Alors, si nous faisons 


al JIANG SRE 
Say ae va NEN peo 


a désignant l’invariant absolu de M. Hermite donné par la formule 


(1+ 2)* 
a a ar rane 
æ(1— x) 
et alors 
Ke 
Si nous posons 
ra 
F === e?, = Cats 
el si sw —ue,ona 
1 
v= we?®, ee a 


et, par conséquent, 
vr + ur — aw"coshno, 


p22 — 422 — ow" sinhn 93 


et, comme 
ut + =; — ur, 


ona 
20? cosh 29 =1— ww, 
c'est-à-dire que 
I 


Sax a — w?= 2 cosh 29, 


B+2—4 cosh?9, 6 —2=4sinh’g, 
en sorte que 
k+1=2Vkicoshag, 
—k+)=2Vkisinhag. 


Dans les exemples numériques qui suivent, nous verrons qu’il est 


OR NA EN ek 


La her haut he 


AT Woe 


PAT Ga eS le Leela TETE 


ENS ORNE ETS 


4 
= 

a 
# 
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commode de poser 


et ensuite 


Ae: 


p= Vee a=— 2', DS y = 2/2, 
cosho — 1, D —0, VU; SX 


A—6.— Faisons #’’ = 2A dans l'équation modulaire du 3° degré 


VÆX = Ve te 
il vient 
VER +2 Vk Mr, 
ou 


cosh2qg=/3,  sinh 29 —2, 


w= 2 V3, a —— 2*.3?, 


résultat d'accord avec celui de M. Hermite. 
Résolvant l’équation, nous trouvons 


k=(V3- V5) (V3), ave EVE, 
= (V3 +2) (0-3), avee ©—1/2 
(Lecenpre, Fonctions elliptiques). 
A = 10. — Posant # = 2ÿ# dans l'équation modulaire du 5° degré 


KA KIM Pa VAE RA — 1; 
alors oS aa 
ki + 2VkX + 4VKA=1, 
Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juer 1894. 20 
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c’est-à-dire 
y=2V10, wi=V10— 3, 
hema EE ds 
Résolvant ces équations pour # et À, on trouve 
= K 
k=(a—'(Vo—3), pour Kavi, 
A= (V2+1)2 (V10 — 3) pour SS ge 
= , A VS 
A = 14. — De l’équation modulaire du 7° degré 
VFA 25 Vk uM =; 


nous tirons 
Va = Va VkA=1, 


ou 
if SIT Æ 
— VA =V2, 
VAA V ‘f 
7 + VAI = 2 +V2, 
ET ele 
= aa ty (V2 +1), 
{ pe, = = SS 
B= 7a VER ave Van, 
oa — 28 Var). 
Alors 
VA = 22 + 2 — V8V2+11, 
cosh 29 = V8V/2 +11, sinh 29 = V8\/2 + 10, 
c= (aa + a — 8/2 +11) (V8V2 +11 — V8Va +10), 
pour 


K’ = 
Te SV ih, 


A = (22 +2 — y8Va +11) (V8V2 +1 + V8V2 +10), 
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pour 


> 
| 
IN) 


[G.-H. Sruarr, Multiplication complexe des fonctions elliptiques (Quart. 
Journ. Math., t. XX, p. 54)). 


A— 10. — Alors 


= at, nt, 
valeur obtenue par M. Hermite (Équations modulaires, DAT) Et 


coshag=7, sinh2ag=4V3, cosho=a2, 
VA = w= 56ÿ2.- 7 (Ve 1), 
(a) (a V3), À sys. 


= (51) CE) se 


A = 22. — De l'équation modulaire du 11° degré, nous tirons 


VA + Va YF + aa YA =1, 


ou 
[ — 
= Ki =S\2; 
VAT V a 
y = — + VM = 20, 
I — =. 
= = — Vk =6 : 
b= TVR =6VT 
cosh 9 =3Vi1, ~ sinho—7V2, 
o=— B= — 9* 34 17”, 
Alors e 
=. — Vir —3-\_ 
VA =? =10— 3Vrr = ( ~—- ) 
VE 
we = ae, K’ a 
| ers (311 — 5/2) (10 — 3/1 ) pour XK = 22, 
A=GVin-+ V2) (10 — 3V't1) our ae 2, 
az pHi =? A.V 11 
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A — 26. — Prenons l'équation modulaire du 13° degré sous la forme 
de M. Russell, 


P7 — 25R (105 P#— 27.11 P?Q + 2!2Q?) + 21PR?— 0 


ou 
P—A+AN— 1, 
Q=AEN— A — KEY, 
R=—AAF); 
faisons 
Kee, Naw 
alors 
P=2?+ 242—1=2(6 —2), 
Q = 22'— #?— 27% =— x (26 +1), 
R=— 2x, 
et posons 


I 
p= oe; 


substituons, il vient, en divisant par x”, 


i) 
+ 212(28 +1) ]+28(6—2)—0; 


Posant 
6 — 92 — 4 t, 
alors 
t— sinh? 
et 
t?— 105 t'— 7048 — 1464 0?— 12164 — 400 — 0 
ou 


(2+ ¢+ 4)(+ 4¢+ 25) (8—52— 8t—4)=0. 
Prenons |’équation du 3° degré 
e—52—8t—4—o0; 


les autres facteurs ayant des racines imaginaires, si ¢ = y?, l’équation 
en y sera 
NES Sy I 0 
ou bien 
(y+1}f=y7—1, avec y =sinh +. 
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Posant y + 1 — +, alors 


| Dern) et pi — p +9 — 0. 
; Cette équation, comparée à la forme de M. Weierstrass 
AD — B20 Ba 0 

5 a pour invariants 

+ 52 — 4, 83 — 8 

et le discriminant 

| 82 — 27 83 = — 64.26, 

en sorte que l'équation du 3° degré n’a qu’une racine réelle. 
| L'invariant absolu de cette forme cubique 

2 3 

: hata eee 

E 82— 2783 20 

£ par conséquent, en faisant 

3 = 

a coséch3a = 26, 

= ona 

3 ne cosha 

; 8 

4 (Proc. Lond. Math. Soc., Vol. XVII, p. 263). 

4 A = 30. — Prenant l'équation modulaire de Fiedler, du 15° degré, 
. P5— 4PQ+4R=o, 

4 ou =. LS 

4 DENT SNA ES 

5 Q=WVKAEN+VER + YEN, 

4 R=W/kARN, 

: et posant LE 

À ER RE Naa ay kh 2 2", 

b:- on a ; 7 

Ze P=2?+ e+ =a(t+\/2), 
À O = 2094 + Vora — a (V2t+i), 
; R = ÿ2x'; 
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faisant t= x + ~; il vient 
(04 Va) —4(e-+ 93) (Use) +4Ya =o, 
8 — \V/olt—/2(2V/a+1)t—2 +25 =, 
équation qui se décompose en facteurs 
Le Ya +) (24-2 Vae—2 +2) =03 
par conséquent, si 2 = ÿ2(V2 + 1), 
p= 4, —at=ay3(4y2 +5), 
cosh29—V3(4V2 +5), 
sinha9=V/10(3+ 2/2), 
e? =cosh29+ sinhag= (1/6 +5) (4+y15), 
e-19= (V6 — V5) (4—Vi8), 
1= 2 +at= 20 + 12/2, 


VAL = w*=4(y— 6) = (2 — 3) (5 — 26) 


et finalement 


iO? On 20 — (2 V0) (5 — 2/6) (V6 —V5)(4 —V15) 


pour 
URLS 
K V5, 

A= wret?— (2 — 3) (5 — 2/6) (V6 +5) (4 +15) 

pour | 
A! Ly 
rear Vine 

De méme 
k=(2+3) (5 — 2\/6) (V6 — V5) (4 +15) 
pour 
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A= (2 +3) (5—2V6) (V6 + V5) (4 — 15) 


IAE 10 
PA 
A= 34. — Prenons l’équation du 17° degré sous la forme de 
M. Russell, et faisons 


pour 


alors 
P=z'+ox —1 =—2(B—2), 
Q—oxi— 222% —— x(26 +1), 
R=— 223 


L’équation modulaire 


P®+ 2°R(— 287P5 + 25.261 P*Q — 212.15 P2Q?+ 2!7Q3) 
+ 2!°R?(7309 P?— 2°.117PQ) + 27!.39R3 =o 


devient, en faisant 8 — 2 = 44, apres division par x°, l’équation ent 
8 — 594 t§ — 835245 — 35940 t* — 63859 1° — 58464 2? — 29040€ — 6272 — 0. 
Elle se décompose en facteurs et | 
(¢+1)(¢+4)2?(@—11¢—8) [(@4+ ¢ —5)?4+ 24(2t+1)?]=0. 


Prenons le facteur carré 
@—rr1é— w=O0, 
ona 
t=1(11+ 3/17) et B=4t+2=6(V17+4). 
Si nous avions pris l’équation modulaire donnée par Sohnke, du 
17° degré (Journal de Crelle, t. XVI) 


(o —u)'®—16up(1— u®) (1— 98) [rguv(v — u)® — (p*— u*)? + 16(1— u' p*)?] =0, 


qui relie | 
ae 

Ne. VAs 

nous aurions posé 

ICS 
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Alors, si XV = 2 VAA = 270", 
(1— uv’) (1— sm) = Guie'’, 
(1 — ub 2)? = (ot + ut)?= fu‘ vt cosh?29. 


Posant alors 
s=coshg —1=— 2sinh* $9, 


l’équation devient 
2959 — 64(17.23s*— 4-sinh?29 + 64 cosh?29) =o 


ou, puisque 


cosho =s+1, cosh29 = 2s?+ 4s+1, 
sinhao = 2(s+1)Vs?+ 25, 
il vient 
s*’— 1758+ 2(s +1)? (s?+ 25) — 8(25 + 4s+1)?=0 
ou 


s?— 305 — 137 8’ — 1205? -— 60s — 8 — 0. 


_ Or, comme $ = 2cosh29, ¢ = sinh?9, cette équation en s ne concorde 
pas avec l’équation en ¢ précédente. 

Il y a donc une faute d’impression dans l'équation du 17° degré de 
Sohnke qui doit être corrigée ainsi, en changeant le dernier signe, 


(p—u)8— 1Gue(i—u) (1e) [17 ue(e— u)®— (vi ui) +Hi6(1+ ut st) ] —o, 
et maintenant l'équation en s devient 


2° s° — 64[17.2°s* — 4 sinh?29 + 64(cosh?29 +1)] = 0 


ou 
S— 175° +- 2(s +1)? (s?+ 25) — 8(25?+ 4s +1) — 8 —0o 


ou 
s* — 305 — 13753 — 1505? — 60s — 16 — 0, 


8 étant remplacé par 16, et alors le facteur s— s? — 4 — o donne 


solution requise; et ainsi 


coshp —1(V17 +3), 


cosha9 — 3(V17 + 4). 
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À = 38. — Prenant l'équation modulaire du ro° degré sous la forme 
de Fiedler ou de Russell 


P>— 112 P?R + 256QR=0, 


avec 

Peay Ve, 

Q—=VAR KR — VRI— VEN, 

R—— VAE, 
et posant 

Rat, Bison? et  2— tae 
x 

il vient 


Pr aa —1 —2(1 2), 
Q=V22?— a?— Vox = x?(Vat—:), 


R=— 22? 
et, par conséquent, 
CODEC TOC 
ou bien, en posant & + ÿ2 — V27, 


4V275+ 224 V2y?— 2564/2 (27 -- 3) =o, 
y+ 567? — 64(27 — 3) =0 
ou, en posant y = 29, 
ë # p+ 77?7—8y+6=—0, 


équation du 5° degré en ¢ (une Hauptgleichung de Klein), admettant 
une seule racine réelle comprise entre 2 et — 3. 
Cette équation se décompose en facteurs 


(v?— 9+ 3)(93+ o7— 29+2)=0, 
le facteur v? — » + 3 = o donnant 
e=ir ot ivit), 


tandis que le facteur »?+ 9? — 20 + 2 — 0 donne une seule racine 
réelle 


ee ey Uri AV = un), 
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234 
D'autre part, alors l’équation ent est décomposable en facteurs de 


la manière suivante 
(+22) (+ 5Vatt—2t+ 22 V2) =o, 


équation où l’ona¢=— 6. 
A=42. — Prenons l'équation modulaire du 21° degré sous la 


forme de Fiedler 
Zi — 220%) — 0, 


où l’on a 
TRIER 

Ue?) = — (VW + VER) VER + (VB — VE) VER — (VR — V3) Vi: 

posant alors kA = w", #0 = 29, B = ma — #?, on peut former une 

équation qui servira à déterminer æ et B, et par là # et A. 


A = 46. — Prenant l'équation modulaire du 23° degré sous la forme 


de Fiedler ou Russell 
P?— 4R=0, 


P=Vki+ VEX —1, 


ou 
REVENANT 


posant £À = +", FX = 2x, alors 
P—at+ Var —1=—x(t— Va), 


R —— 2x; 
posant ¢ = : — a, on obtient ainsi 
(t— 2) — 4 V2=0, 
t— V2 — V2 V2 =0, 
£ ET = Va (V3 +1), 


æT 
= +e=3V3 (V3 +1), 


= — x — 50+ 362 


x? 


à 16 à RARE. D 


LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 235 
rete a = 
B= —at= (Va +1) avi +3 
Sr 
antes = 6147 +10472, 
y = 52 + 36/2 = 4(13 + 92). 
-A=58. — D'après M. Hermite (Equations modulaires, p. 51), ceci 


= est un déterminant A pour lequel le nombre « est entier, et par le 
Sa calcul approximatif à l’aide de la formule | 


eee 16am — e™V8+ 104, 
ss nous trouvons 


eS eye == 1985 = 0 08 


= Si nous posons 

a j Hi ar FE 2% 
et ensuite 

a F { 

= : ie 


ee pa 


> et, si nous opérons les substitutions dans l'équation modulaire de 
Russell du 29° degré, nous obtenons une équation du 15° degré en z, 


a ayant un facteur carré en £, qui correspond à la valeur 8 = 198, ce 
+ qui donne une vérification des coefficients numériques de cette équa- 
2 tion modulaire. 

4 A—62. — Prenons l’équation modulaire du 31° degré sous la 


forme de Schrôter, Fiedler ou Russell, 


_(P?—4Q)?— 4PR=0; 


posant 
4 = ENT, Kh 9 2%, 
EE d'où 2 
SS ; P=Vki+ VAN Er OS (t+ V2), 
Ee. |  Q—= YA EN + VER + VAN = 2 (Vat +4), 


R= VANE =V22', 


Ré. «là. =a 


236 A. G. GREENHILL. 
. . f . 5 
où l’on a fait ¢ = +2, il vient 


[(¢+ Va) — 4 V2e—4]?— 4 V2 (t+ V2) =, 
équation décomposable en facteurs 
[e@—(2—y2) Vor—6 +32] [@— (24 V2) V2e—2+V2] =0, 
dont le second nous fournira les résultats cherchés. 


A= 78. — Prenons l'équation du 39° degré sous la forme de 
Fiedler; posant AA=2*, MN’ = 22, t= x — = il vient 


Ly x + V2x — 1m x(t+ V2), 
Z, = V203— x Vox — x2(V/2e — 1), 
Ls = — 2.2%, 


Zy = x*[(¢— Ve) + 4], 


et, apres suppression du facteur x’, l’équation modulaire prend la 
forme 


(e+ Va) TC V2)'+ 4] +42 [@— V2)*+ 4]? 
+20 Va (t+ V2)*[(e— Va) + 4] 
— 8 V/2(¢4+ /2)'—144 V2(t + Va) =0, 
équation du 7° degré en £. 
A = 94. — Prenant l'équation modulaire de Fiedler ou de Russell 
du 47° degré et posant | 
VÆA Le, V Rh = Vax, = TT, 
il vient 
P= 27+ Vax+i=x(t+ V2), 
Q= 203+ a+ ÿ2 x = x? (Ÿ/2 é+ 1), 
ie - V2 x, 
P?—4Q= æ(e — 2 Vat “ke V2 — 4) == x? (¢ = Va) 4], 


et, l'équation modulaire de Russell du 47° degré (Proc. Lond. Math. 


- 
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Soc. ; nov. 1887), après la suppression du facteur x°, se présente sous 
la forme 
[Ce Va) — 4 PP — 28 Va(e + Va) — 96 V/a(e + Ya) (Vae+ 1)— 128 V2 — 0, 
équation du 6° degré en £. 

Mais, si nous prenons l’équation modulaire de Hurwitz du 47° degré 
(Math. Ann., XIV) 
bi aver — 1)— Va VEX RW |? = 8(VkA+ VAN + 1)— 7 V6 VAR ER, 


et, si l'on pose AA = xt, K'\ = 20", il vient 


(2a%+2V/2e —2—\/2 Var) =80'+8 202+ 8— 14/2 2—8xt— 6 /a0?-+8, 
ou 
Lez? + ÿ2 (2 = V3.) = 2 |? = 82'—6/2 27+ 8, 
hat 4V2 (2 = V2) xi + V2 (6—4V2) a 
— 82?— 4V/2(e— 2) 2 +4 =82'— 6/2 27+ 8, 
ou 
—4V2 (2 —V2) 2— 4/2 (3 — 2/2) a+ Gi/2(2— 2) +h =0, 
— V/2(2 — V2) #8 — 2 (3 = 2/2) 2+ V2 (2-2) e+ 1=0. 


I , . . 
Posant alors = — x = v, celte équation devient 


D 6, ou (oat) =o. 


. I : 
Mais posant = + x = 1, alors 


Foes Vale Wo) YE #2 — 2/3) = 0, 

e—3Ve+ 2 + Vale —V2)(@—4=o, 

*— (6/2 — 4) P92 — 12/2 = (6/2 — 8) (2 — 4), 
(i Va ia) A= 10.12 a0, 


équation du 2° degré en z?, d’où l’on peut tirer les équations pour ÿ 
ely. 


1 


7 La % i Ate. © 14, :: va Vee Pe +4 ae 0e , \ eer ’ dis : 

Dee Ae fs DA du À kia. Li du a dt tt Qi. à api TR OE at Sy ea rte ia Rel D Q HS CN RO MR A PT ONE A TPE 

du Sa ba Ee Ree à be À ee Ne uns Ti Vi a) aR ee ABs Not Eke pr dit. . OS Tae Were ee vide A 
TT EU + A de à es A ha Lt Le mer ‘a à NES ES UE PO Ae ks Ak À TETE PAYNE Beye ete le ir Oe he AUS À: CPR T CPU Te SUCRE ba WA 
| ti ' ‘ k = / eat) bhi) Resets ‘ F Nie sh . " ; ; <4 
i & À 1 | : , \ . ' 

\ 4 ë \ ë \ + 4 ) S NY Ha : 
4 ‘ ce 


VS 
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APPENDICE I. 


Le numéro de janvier 1888 des Acta Mathematica (t. XI, p. 4) con- 
tient un article de M. H. Weer: Zur Theorie der elliptischen Functionen 
(Zweite Abhandlung) qui donne un grand nombre de résultats nume- 
riques pour les fonctions des modules dans la multiplication complexe, 
conformes sous beaucoup de points avec ceux donnés dans |’ Article ci- 
dessus. À l’aide des calculs de Weber, il est possible, en certains cas, 
d'ajouter aux résultats que j'ai obtenus et de simplifier les méthodes 
qui y sont employées. Nous en donnons les exemples ci-dessous, ainsi 
que le développement de cas qui n’avaient pas été complètement traités. 


CLASSE A. 


Cette classe correspond à 
A= 3(mod8). 
Il sera commode de poser 
Fe Ch COS 206 site 
“ae re de 286 st * 
en sorte que 
Pa a56 See TORRES 
et alors 
se git. 
Avec cette notation on a alors pour A= 35 (Weser, Acta Math., 
t. XI, p. 388) 
ast — (4/5 + 1)(s*—s)—1=0. 


Seria he 

OB+24(Vi7+4)t—1=0 (p. 385). 
A ot. 

284 (V13+1)s+ 25 —1—0 (p. 385). 
À — 99. 


+ (\/33 + 4) + (13 +2733)t-1=0 (p.384), 


= = 
équation qui mène à la valeur suivante de « 


a = 2°( 4591804316 + 799330532 V33) (D. 381) 


CLasse C. 


A = 17. — L’équation de Weber donne 


TE + Vakk —1 (Vis +1). 


_ A= 29. — L’équation de Weber, pour « = -——; est 


V2 kk! 


22? — 92? — 84 —5 =\/29 (# +1}. 
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En faisant disparaitre le radical, on obtient une équation du 6° degré 


xz —ga>+ 52'4+ 223—52x?—gx+1=0 (1). 
oe) 9 


, . I 2 
L’équation correspondante en z= =; concorde avec celle donnée 


dans notre article (p. 199), 


5° + 58825 — 9793* + 1960 35 + 979 5? + 5882 —1= 0, 


qui, par conséquent, se ramène à l'équation de degré 3, 


25 + 2943? + 1555 + 70 —/29 (55 3° + 28 + 13). 


ee 1’ : pe Dee 
A — 41. — L'équation en S= H+ >> OUT 


- Weber (Acta Math., t. XI, p. 388), 


22 HV -+5)2+4(7+VE) =o 


— V2kk', est, d’après 


I ee Se 
(1) Equation qui ne change pas en remplaçant x par — + On peut l'écrire 


I 
Fe 9 (+ 5) +5(1—2)+a=0: 
= a x? x 


posant 2 — ~ = t + 3, elle devient 


18—19t —<46 = 0, 


équation dont le discriminant est 21*.29. (Note communiquée au traducteur par M. Green- 


hill.) 
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en sorte que z est racine de l’équation du 4° degré, 
st— 533+ 352+ 35:+92—0, 
. 9° . I 
et l'on peut alors facilement calculer l’équation pour y = = + 24# 
et, en outre, celles pour « et 6. 

A— 73. — Puisque p — 2 pour ce nombre aussi bien que pour 
A—17, nous pouvons prévoir que «&, 6, y seront chacun de la forme 
My73-+N, et, en effet, par calcul numérique approché, nous trou- 
vons 

Yas pi + 2kk' = 4930 73 + 42120, 
ce qui équivaut a 


+ Vokki= = (V73 + 5). 


TAT 
A=193. — C’est encore un nombre pour lequel p= 2, suivant 
Gauss (Werke, t. II, p. 288) et des valeurs approchées de ; ; 


V2kk' 


— 


1 
A . TVA : 
c’est-à-dire de £ÿ2e* , nous tirons 


= V193 +13, 


Vakk 


d’où l’on tirera «, 8, y. De même, pour À = 97, nous trouvons 


+ Vakk = = (V97 +9), 


U5 kk! 
ce qui nous conduit à la détermination 
y = 33210 1/97 + 327080, 
au lieu de la valeur donnée par nous, page 210. 


Ces valeurs conduisent aux équations approchées 


™ 9V97 +85, 


ne 1 52/193 + 720. 


4 É. LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC, 2/1 
4 . Pendant le cours de l'impression, M. le Professeur Greenhill a fait l'honneur 
4 au traducteur de lui communiquer les résultats suivants qu’il vient d'obtenir, 
2 ainsi que la remarquable application géométrique qui s’y rattache. 
== Vous remarquerez que, dans les Tables des modules de la multipli- 
Z cation complexe, on a, dans la classe D, page 223, 
a a. NA, 
ys _ Si l’on pose alors 
a k= tang6, À — tang(ir — 0), 
4 on aura 
a I I : 
4 7 — K—2cot26, 7. + k= 2coséc26, 
Ye I I , 
x — A= 2tang2$, 5 + A= 286c24, 


a et alors 
coséc46 — cosh’ 29. 


Ceci nous donnera les valeurs numériques qui suivent : 


Ace, ‘a. €0 20 ==1, = on. 


A 16, cot 26 =(V2+1)’, coséc 40 = 3. 


I 6 
yo ) ; coséc 40 = 9. 


2 


4 - Nero; cot 20 = ( 
N= th, cot 26=—(o+Va+Vayo+5) 
a) 


4 tang20= (a + V5 Viva +5), 
2 coséc 40 = 8/2 +11. 


A=18, tang 26 = (\/3 — V2)", coséc 40 = 49. 

a 329; _tang20—=(V2—1), coséc 4 0 = 99. 

4 NET. SO Gh eee eee : OS RER 4 

g A= 30, coséc 49 = 171 + 1201/2, wie cot 4 = io (Va +1) (10+ 6/2). 
4 à A — 34, coséc 49 — 9 (Vr7 +4). 

£ 4 A= 46, coséc 40 = 99°. 

; 3 ce Sue oe ee ie Série. Tome XI. — Jurncer 1894. 31 


aa 
+ 
ow 
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Or, vous remarquerez que l’on peut maintenant construire géomé- 
triquement l’angle 9, à l’aide seule de la règle et du compas, comme 
il suit. 

Posant cosée 40 — n, du point A (fig. 1) comme centre, avec un 


rayon AP — ».AE, décrivons une circonférence qui coupe EP au 


é : oR ee 
point P. Alors l’angle APE = AEQ = 40. 
En construisant la bissectrice de la moitié de cet angle on obtient 


la droite ER et l’on a AER = 9. Alors la circonférence de centre A et 

de rayon AR coupera la circonférence de diamètre AE en B, en sorte 
oe Paes 

que langle modulaire est AEB, où k = sin AEB. 

Voici une application intéressante de cette construction : Un pen- 
dule oscillant de b à b, aura une période d’oscillation égale à VA fois 
celle d’un pendule oscillant de Ba B,. 

On peut opérer une construction analogue dans le cas de la classe 
Cy DntOo. 


Dans une seconde lettre que M. Greenhill a fait l'honneur au traducteur de 
lui adresser, il lui communique les nouveaux résultats qui suivent : 


Je pense que vous aurez peut-être remarqué que, lorsque 
A=1(mod4), 


(classe C, classe qui est désignée 1° par M. Hermite, p. 44, Équat. 
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modul.) n’est pas un multiple de 3, l'expression 


’ ee 1 
= (a kK TS + (a kk) 
et 


P= GER) — Ça 


se présente souvent sous la forme d’un nombre simple qu’il est com- 


mode de prendre pour base de la construction géométrique de l’angle 
modulaire. 


Et de même lorsque l’on tee le cas A=2(mod 4), classe D, 
(classe 2° de M. Hermite, doc. cit.), A n'étant pas un multiple de 3, 


HG + CGT 
= fie] -EG-4)) 


sont encore des nombres de forme simple. 


Ainsi 
A0, P= 1993 + 13, 
A= 97,  P—1(V97 +09), 
A= 73, P=1(¥73+5), 
et 


sisostnla tin oie aime + =æte ee elfes eM Elis | ole 9:0! .9) ue 


Soit alors A= 1 (mod 4), An’étant pas un multiple de 3, et posons 
2kk'= tang’ y = tang*6 — tanga = sin 2 6, 


20 désignant l’angle modulaire. 


~ 


(*) Résultat donné par M. Weber. 
(2) Idem. 
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On aura dans ce cas 


P= CARS 4 (0 kkt}* = 3cosec 3¥ 


et 
1 
Ps (akk!y 8 = (3 kh acoll4, 
1 
(ARS + (2kk')? = 2 coséc 26, 
1 
CARS — (akk’)® = acot26; 
alors ; 
eau 1 1e €087 
tangB = tang? y = Te res 
et 


tang(ir — G)—cos2}. 


+ 


. “ . 
Si nous prenons un angle ¢ tel que l’on ait 


l’on aura 
tang 5 
une PS anes ee 
ango — tang 6 Tl —— be _ pe 
tang (6 — 8) = lang a Se Le] = = 1 alee 
© 1+ tango tangf tang? 6 


1 — tang? 
en sorte que 1 
a —=d—6, 
et l’on aura 
sin 9 = tanga. 


Pour opérer la construction géométrique de ces angles, d’un point O 
comme centre décrivons une circonférence de rayon unité et menons 
les tangentes aux deux extrémités d'un diamètre AE (fig. 2). 

Alors, la grandeur P étant donnée, décrivons une circonférence du 
point A comme centre ayant la longueur P comme rayon et dont l’in- 
tersection avec la tangente au point E aura lieu en B. Si l’on prenait, 
au contraire, la grandeur P’ comme donnée, on mesurerait alors sur 
la même tangente une longueur EB à partir du point E égale à P’. 

ae pe 

L’angle ABE, ainsi déterminé, est égal à 2y; l'angle AEC est égale- 
ment égal à 2y, la droite AB coupant la circonférence en C. 

Décrivons encore une circonférence de E comme centre et de 


LRO 


LORS 
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rayon EC qui coupera la tangente au point E en D. On aura alors _ 


3 | = EDS EC 
= - tang EAD = — = —— = 
“0 5 PAR ache? 
Æ en sorte que | 
4 EE 
3 EAD —ir— 6. 
4 AD coupant la circonférence en F, on aura 
a ARS 
Bp EOF — ir — 26, 
aa l he E ; See Se 
E.. et l'on peut ainsi construire l'angle EOH = 28. 
7 Fig. 2. 
Ba 
a Maintenant prolongeons OH jusqu’à sa rencontre en L avec la tan- 
ee gente au point E. - 
Joignons par une droite les deux points A, L. La droite AL coupera 
4 la circonférence au point K, et l’on aura 
oe Rai RS LAS 
£- tangEAK = } tang EOL, 
21 
‘3 77: zs 
oe ive Ve 
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et ainsi 
ADS FES RES 4 
EAK — 5, HOK = 2(0— 86), HAK = 0 — 6 — ©. 

A partir du point À, mesurons un arc AM — HK et prolongeons la 
droite EM jusqu’à sa rencontre en N avec la tangente à la circonfé- 
rence au point A. Du point A comme centre avec un rayon égal à AN, 
décrivons l’are NQ qui coupera la circonférence en Q; nous obtenons 


alors 


AS AO ANS 
sin AEQ = AE = AE = tang ay 
et de la sorte 
a. 
AEQ = 20, 


angle double de l’angle modulaire. 
La figure a été décrite pour A = 5, et dans ce cas 


alt 1 
(akk’)* = (a) = cota8 7, 


notre point de départ sera donc l'angle 6. 
Voici quelques autres résultats : 
A135. SCO AD, 
A=-17, 2cosécay=i(V17 +1), iy ee 
; 4 

came Qu, 2 COSÉC2Y = 3, 
A1, Cotas 10, 
A= 49, 2 coséc 2 y — V7 + 2, 
PAI00, 2 coséc2y = V193+ 13. 


Dans le cas de A==2 (mod 4), A n'étant pas un multiple de 3, nous 
poserons 


1 Lf 
a (3 Le x) =cot*y —cot®?B =cota, k= tang ta, 
: 6 
; — A) =tang*y =tang*B=tangz, À =tang(ir — a), 


et l’on procédera comme auparavant, 
Ainsi, par exemple, avec 


Q= 2 cosécay, 


À 


7 


A ONE ele PARA NT 


ut 
\ 


DA cé 


Wie Me nk es 


* 


ua 


Lu 


EN 


VERNON PR ER 


a1 


any a ay 
\ve ys 


EU) 


jh Lire ae 


on obtient 

2 A= 745, 
Arr, 
A =" 10, 
A= 14, 
A= 39) 
A= 34, 
A= +46, 
À "58, 


2 COSÉéC 2 — 9 + 5 V/2, 
. T 


Saas ae 
2COt2y—1, 


2 coséc2y =V2+1, 


a 


cot2y=—1, y= 8? 
: Vi7+3 

2 COSÉC2y = — ) 

2 coséc2y = 3 + V/2, 


3 Cola) = 9, 


LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 


2/7 


Lorsque A est un multiple de 3, on pourra opérer des constructions 


analogues pour 


2kk'=— tang?e = tanga, 


mais on ne peut pas le faire pour 


es 
(EE 


1 
6 


(2kk'ÿ5, 


I 


EG- EG 


APPENDICE II. 


| 
a G aa x) = COU c= COS, 
2 \k 


Pour terminer nous ne pouvons mieux faire que de renvoyer le lec- 
teur à une liste extrêmement complète de résultats numériques à la fin 
du remarquable Ouvrage de M. H. Weber (Elliptische Functionen und 
algebraische Zahlen, 1891). L’éminent géomètre donne la solution d’un 
certain nombre de cas que nous avons laissés inachevés, ainsi que d’au- ~ 
tres nouveaux. Nous citerons ainsi, le temps nous manquant pour les 
mettre sous la forme que nous avons, en général, employée dans ce 


Mémoire : 


Ar ke: 


CLasse B. 


A=7-(mod8). 


æ = 'Vi16kk', 


ai — 202$ — 2+ xt + 224 2? — X —1I=0. 
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CLasse D. 


(mod 4). 


D 
Il 


Annee 


» 


A= 70 = 2.5.7: 
VGH 0(E2) 
A=72= 25.37: 
(5 0) | =W5 + v9) V2 +0 + v8)" 


A0 SPN oy Ws 


VAE) ones 


ÉTUDE 


EQUATIONS FONCTIONNELLES, 


Par M. A. GREVY, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, 
. 


INTRODUCTION. 


1. La suite «,, a, ..., «, est dite converger régulièrement vers une 
limite +, lorsqu’à un nombre positif e, aussi petit que l’on voudra, on 


peut en faire correspondre un autre N,, assez grand pour que, sous la 
seule condition p2 N,, on ait 


lap— æ|<e. 


Lorsque la suite proposée ne présente pas ce caractère, mais que la 
suite que l’on en déduit, en prenant les termes de 4 en #, le présente, 


on dit que la suite converge périodiquement vers la limite x; # est la 
période. 


2. Soit une fonction 9(z) uniforme dans tout l’intérieur d’une ré- 
gion R du plan et jouissant de la propriété que, si z est l’affixe d’un 


point intérieur à cette région, 3, —® (2) est également l’affixe d’un 


point intérieur à la région; si nous posons z;,, = + (z;), les points dont 
les affixes sont 


Biy a5 aout Ep» 


_sont tous intérieurs à la région R. 


Ann. de l’Ée. Normale. 3° Série. Tome XI. — Aour 1894. 32 
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M. Keenigs a établi à l'égard de cette fonction la proposition suivante, 
qui sert de base à ce travail : 


Lorsque la suite 3,, 395 ..., 
miteæ, qui n’est pas pour 9 (z) un point Cou x est une racine de 
la fonction 9 (z) — z et cette racine doit vérifier l’inégalité 


Zp converge régulierement vers une li- 


lo'(w)|<1. 


pee soit æ une racine de 9(z) — 3, vérifiant l'inégalité 
le point d’affixe æ est centre d’un cercle sees à l’intérieur 
2 3) — 


duquel : 1° 9 (4 ) est holomorphe; 2° le module de ———— “reste con- 


stamment inférieur à l’unité et HAT même del’ unité éd une quantité 


i reste finie. 
En appelant H une quantité comprise entre o et 1, on peut poser 


|Z,— 2 & — 2@ 
eS eit ... ul <H, 
AU “5 
d'où l’on déduit 
ae ght Spi Ol BP, 


r étant le rayon du cercle C,. 
Or, € étant une quantité positive si petite que l’on voudra, posons 
: 
VS 


1 
Li 


N:— partie entière de 


Si l’on prend p2N., le module de z=, — x sera constamment inférieur 
à æ, ce qui démontre la convergence régulière de la suite 3,, 3,, ..., 3). 


3. Ce qui précède conduit à une notion importante, dont nous ferons 
usage dans la suite. 

Soit F, un cercle concentrique au cercle C, et de rayon € inférieur à 
Te après N. substitutions relatives à un point intérieur aC,,, on trouvera 
un point d’affixe z, intérieur au cercle F.. 

Le nombre N, de substitutions nécessaires et suffisantes pour con- 
duire d'un point z du cerele C, à un point intérieur au cercle F, s’ap- 


A ee 


wa 
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pelle la hauteur du point z par-rapport au cercle F.; ce nombre est fini 
et parfaitement déterminé pour chaque point intérieur au cercle C,. 

Siune fonction 0(z) est holomorphe à l’intérieur du cercle I., la fonc- 
tion 0(z;) sera holomorphe dans tout le cercle C,, siz est au moins 
égal à la hauteur maxima des points intérieurs au cercle C, par rap- 
port au cercle F.. 


4. Je vais montrer comment on peut déterminer le cercle C, en 
choisissant un exemple simple, dont nous aurons à nous occuper plus 
tard. 

Considérons la fonction 


A 


b étant une constante de module inférieur à l'unité; je supposerai 
même, ce qui ne changera rien aux résultats que j'ai en vue, que b est 
un nombre compris entre o et 1. 

L’équation 9 (x) = x a pour solutions 


(0) et r(1-— db), 
et l’on a 


g(o)=b, plr(i—6)= 5 


Le seul point limite à convergence régulière est ici l’origine ; 
l’autre solution donnerait un point limite pour la substitution inverse. 
Si l’on supposer réel et positif, la fonction ¢ (z) est holomorphe dans 
le cercle C du rayon r dont le centre est l’origine. 
_Cherchons maintenant le rayon du cercle C,; pour tous les points 
intérieurs à ce cercle, on doit avoir 


bz 
<|z\|, 


I— 


“la 


br<|r—s|. 


Le point d’affixe z doit donc être extérieur à un cercle de rayon br et 
dont le centre A est le point d’affixe r. 
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On voit donc que tous les points intérieurs à un cercle de centre O 
et de rayon r(1— b) sont tels que 9(z) est holomorphe et que 
Ia 1<1s]. 

Ce cercle est donc le cercle C,; car, si l’on prend un cercle de centre 
O et de rayon supérieur à r(1 — b), les deux propriétés précédentes 
ne subsistent pas pour tous les points intérieurs à ce second cercle. 

Nous pouvons d’ailleurs calculer aisément les valeurs de z,, 32, -.., 


Zp; ON trouve ainsi 
prtig 
Pr 1— bei z ‘ 


i— 0" 7 


Cette fonction, holomorphe dans le cercle C,, a ses dérivées holomor- 
phes dans le même cercle; de plus, pour z = 0, cette fonction a ses : 
dérivées toujours positives. 

On sait, d’après les résultats obtenus par M. Keenigs, qu’il existe une 
fonction holomorphe dans le cercle C,, qui satisfait à l'équation fonc- 


tionnelle 
bz 


: = b'f(s). 


I — — 


= 
Cette fonction est, à un facteur constant près, 


bz 


3 
{ —) ee 


r(1— 6) 


5. Généralisant ces résultats, nous allons former une fonction holo- 
morphe dans le cercle C, et satisfaisant à une équation linéaire homo- 
gene par rapport a cette fonction et ses transformées au moyen de la 
fonction 9 (z). 

Posons 


Is) = ———, 
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et d’une façon générale 


ee 1— br 

: eee 
I (42) = ——, 
Ne ria D) 


Z4, 2, ..., 3, étant les transformés de z. 
Pour trouver /(z,), Supposons que l’on ait 


3 1— br-t 
I _ 
if —b 
gene _— 
r(1—b) 
Substituant z, à 3, on trouve 
Re bz 
1 — b Hs ar Es Zz 1— b” 
Mane oe More eke 
TS NTENE I RIVES EN ye es 
rib) 8 Og eee r(1— 6) 
Tr 


Cette relation, ayant lieu pour nr =1, aura lieu pour r — 2, ...,et 
sera générale. 
Soient maintenant A,, À, -.., A, des constantes dont la somme est 


égale à 1; on a identiquement 


z : 3 1— b” 
I A, dr rs ri—b 
=a oo ie 7 
es Wi ee pee 
: r(1— bd) QUE r(1— 6) r 1—0 r(1—b) 
ou 
fle) = ae fo) 
ZE Zz 1 NE T z 1—b nm /3 
I—- L RE nr ee 
r a ri—b 


les coefficients de f(z,), ..., f(4,) étant holomorphes dans le cercle 
C, ettels que la somme de leurs valeurs pour z = o soit égale à r. 
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Nous pouvons, de plus, remarquer que les fonctions 
I 
Pea 
Pt Whee: 


égales à l’unité pour z = 0, ont pour cette même valeur de z leurs dé- 
. Te : PU yes ae 
rivées toutes positives, le coefficient ——- étant positif. 


Supposons de plus que les constantes A,, As, ..., A, soient toutes 
positives; nous aurons alors formé une fonction 


Samal 


f(s) = ———— 


ii VERT 


Satisfaisa nt à une équation fonctionnelle 
f(s) =P, f(41) + Pe ss) +-.-+ Pa f(4n) 


dont les coefficients holomorphes dans le cercle C, sont, ainsi que 


leurs dérivées, positifs pour la valeur s = o. 
: - bz Rs 
De plus, la fonction de transformation 9 (z) = a ses dérivées 


I— 


31a 


toutes positives pour cette même valeur z =o. 


CHAPITRE I, 


1. Soitg(s) une fonction de transformation et æ un point limite 
à convergence régulière; nous nous proposons de rechercher s’il existe 
une fonction f(s) holomorphe dans le cerele C, satisfaisant à l’équa- 
tion fonctionnelle 
Po(s) f (40) + p1(z) f(41) +... + pas) (sr) = 0, 
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dans A Por +. Pn sont des fonctions holomorphes dans le 


cereleCz. 
La recherche de telles fonctions repose sur le théorème suivant : 


St le coefficient p,(z) ne s'annule pas au point x, et si l’on a la 
relation 
Pol) FPE) +. -Æp,(z)=0, 


st, de plus, il n'existe aucune relation de la forme 
Pol) + Pi(&) 9'*(L)+ po(#) px) +. + p,(x) vtr) =0, 


. a élant entier positif, l'équation fonctionnelle admet une solution holo- 
morphe dans le domaine du point x et ne s annulant pas en ce point; sa 


ve . > . . 0 

D valeur en ce point est d’ailleurs arbitraire. 

= Avant d’établir cette proposition, je remarque que je puis, sans 
_ restreindre la généralité, supposer que le point x est l'origine, en 
2 _ prenant alors pour z la valeur 2’ Ea a; cela revient à faire un ohanes: 


ment d’origine; les transformés z,, z,, ... seront 


= Dans ces conditions, la fonction de transformation est nulle à l’ori- 
gine. 
Je mettrai de plus l'équation fonctionnelle sous la forme 


2 (1) D mile) + els Yates. Tn(2)Yn 
2 en posant 

4 ores Magee i 
> Ji=f (si), Ty — wa. 


S'il existe une fonction holomorphe y satisfaisant à cette équation, 
nous pourrons la développer en série ordonnée suivant les puissances 
a entières, positives de z et, pour avoir les coefficients de cette série, 
6 il suffira de connaître les quantités 


1 E à y(o), y' (0), ee yoo Coy, 


Nous pouvons, en supposant toujours y holomorphe, différentier 
les deux membres de l’équation (1). . 
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En différentiant z fois par rapport à z, nous obtenons des relations 
entre les fonctions y, y,,..., 7, et leurs dérivées jusqu’à l’ordre 7; 
cherchons les termes qui contiennent les dérivées d’ordre #, dans la 
dernière de ces relations; en différentiant 7; y;, on trouve 

diy; .dr; diy; 
"dst "ds dit 


Le premier terme donne seul la dérivée d’ordre z de y;; on a d’ailleurs 


diy; a4 ( dz; dz;-4 =) 
— RE = ee | Ben 
az; Aj» dz 


P ne contenant que des dérivées de y; d'ordre inférieur à z, et les con- 
tenant linéairement. 
Si l’on fait ensuite dans l’équation obtenue z= 0, ona 


a4) = (2) ( ds; ie re 
(ay NE) dz;_; Sok à 


On voit donc que, en réunissant les dérivées de même ordre, la 


NE : Bhan : is 
quan tite (33) est fonction linéaire et homogene des quantités 
0 


dzi 
dy di-1 
a0 (3), Far ed ( ne A 


oy, : dy dy d'y 
Si donc on connaît yo, (2): D (S25), on pourra calculer (32) 


à moins que la relation trouvée ne se réduise à une identité; il est aisé 
de voir que cela n’a pas lieu en général; calculons, en effet, le coeffi- 


cient de ea - Le terme 7; y; fournit le coefficient 
0 


dz 


dz; é ae dz, VE ji 
mL) (EE) (LE 2x (o)gi(o) 


Réunissant ces coefficients dans le premier membre, on voit que le 
ed oe di 
coefficient de (2) est 
“ 0 


L 


1— T(0)p/(0) —...—r;(0)p'/(0) —...— mn (0) p''i(o), 


quantité qui a été supposée différente de zéro. 
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ae diy ? 
Ainsi, nous pouvons calculer Ji) Par récurrence. 
Nn : 
Il suffit de connaître y, pour en déduire les valeurs des dérivées 
pours =0. | 


Pour avoir yo, il semble que l’on doive faire s = o dans l'équation 
fonctionnelle, il vient alors 


Joli —m(0)— T:(0) —...— 7,(0)] = 0; 


la quantité entre crochets étant nulle, on voit que y, est arbitraire; 
toutefois, nous prendrons pour y, une valeur différente de zéro, sans 
quoi, les dérivées y,, ... seraient nulles, et il n’y aurait pas de fone- 
tion satisfaisant à l’équation fonctionnelle. 


2. Après avoir ainsi calculé les coefficients de la série y, il faut 
établir que cette série est absolument convergente dans le domaine 
du point origine : elle représentera alors une fonction holomorphe 
dans cette région; il restera à montrer que la fonction ainsi définie 
vérifie l’équation fonctionnelle. 

Pour établir que la série formée est absolument convergente, il 
suffira, suivant une méthode classique, de la comparer à une série de 
même nature, et que l’on sait être absolument convergente. 


La fonction —— holomorphe dans un cercle de rayonr(1—b) 
ve r(1— 6) 
et dont le centre est l’origine, est développable en série absolument 
convergente dans ce cercle; cette fonction satisfait à l’équation fonc- 
tionnelle 


(2) Y= P,Y,;-— P..Yo+-...--EP.Y,, 
alaguelie Pee 
ans laquelle P;= Sareea 

LR rag 


Nous pouvons d’ailleurs calculer les coefficients de la série au 
moyen de l’équation (2) par le procédé indiqué plus haut; les valeurs 
trouvées étant uniques, nous sommes assurés que ce seront bien les 

à , , I . 
coefficients du développement de —————, si l’on donne à Y(o) la 


1 ———~ 
valeur 1. rat =D) 
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Nous voyons que les relations qui fournissent 


(Gr), «+ (az) 
Pilly ds}, 


ne different que par le changement de P; en 7; et de Me 


en 9(3). 


Jw 


I — 


~ 


bz 


Je poserai, pour simplifier, ®(s) = et je supposerai b >|9’(0)|, 


Ai 
7 
ce qui est possible, #’(o) ayant un module inférieur à l'unité et b 
étant quelconque et assujetti à la seule condition d’être inférieur à 
l’unité. 
Ceci posé, comparons les valeurs trouvées pour 


CRC 


Le coefficient de (x) est 
“ 0 


1— P,(o)bi—P,(o)bti—...—P,(o)b"t. 


P,(0o),...,P,(o) étant par hypothèse des quantités positives, la quan- 
tité P,(o)b’+...+ P,(o)0" décroit constamment quand # augmente, 
puisque b est inférieur à l'unité et cette quantité, égale à 1 sit = 0, 
est constamment positive; le coefficient considéré est donc toujours 
inférieur à 1, croit avec z et tend vers l’unité si ¢ augmente indéfini- 
ment. 


Le coefficient de (2) est 
az! }o 


1— pa(o)p(0) —...— palo) 9'"/(0). 


Ce coefficient n’est jamais nul par hypothèse, si ¢ est différent de 
zéro; d’autre part, il differe de zéro d’une quantité qui reste finie; en 
effet, ¢ étant un nombre fini, le polynome en +’(o) n’est pas nul : il 
diffère done de zéro d’une quantité finie; son module est supérieur à 
un certain nombre @; siz augmente indéfiniment, ce module diffère de 
l'unité de moins en moins; on peut done écrire 


|1— pi(o) 9'*(0)—. ..— pa(0).9'"4(0)| > & > a|1— P, (0) bi—... —P, (0) b* |, 


7 
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Examinons maintenant les numérateurs des expressions de 


ŒY\ diy 
a ee 


Les termes de ces numérateurs different par le changement de P enr 
et de ® en 9. 


Soit p le rayon d’un cercle Ae centre O dans lequel z,, ..., x, sont 


 holomorphes, et appelons M;le module maximum de +; Ro ce cercle, 
ona : 
d*n;| _d& / M, | 
A dak D D ea ae 
I — 


P/o 


0 


D’autre part, ona 


DE ) Soi 3 k= — 


Posons 
I I 
p® (z= sh 
ON 
On aura alors : 
dkn, dé M,P, 
dz Fe dsk oe ; 


L’inégalité écrite plus haut sera vérifiée pour toutes les valeurs de 7, 
si l’on a 
Ro, 


Nous pouvons établir une relation du même genre entre ¢ et ®; re- 
marquons que le module maximum de ® est p: on a donc 


d*o GES eae 


cal 
eel ae ue. As 
— ~ 0 ] pe ES p 
P/o ’ 
a’ ols ae br 
A ee AE 
Posons 
OI Ore 
pe > VE 


4 
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inégalité toujours satisfaite, si l’on prend 
r <pb, 


sauf pour # = 1; mais, dans ce cas, nous savons que |9’(o0)|< b;ona 
donc bien dans tous les cas 


d“® 


dé ? 
dz# 


. 
0 0 


Ces inégalités étant établies, désignons par M le plus grand des 


M ; ; 
nombres — et donnons à y, une valeur dont le module ne soit pas 


y 
supérieur à l'unité; la valeur de y; sera de la forme ot; celle de Y;, sera 
1 


de la forme Fa. Si l’on remarque que le module de la somme est plus 
1 
grand que la somme des modules et que tous les termes de wu sont 


positifs, et que ceux de u., renferment 7; et les dérivées linéairement, 
on peut écrire 
pi M 


LA 
vie 


Pa 


Vi 


|v] > avi, tm] <My, 
M 
ce 


PPS 


Le numérateur de y, renferme linéairement x et ses dérivées, ainsi 
que y,; mais il renferme les produits de y, par x ou ses dérivées, de 
telle sorte que les termes du numérateur de Y} sont supérieurs aux 


modules des termes de y, multipliés par - On aura donc 


LS x oe te 
MM M 
" M? ” 
pe | me = Vo 
et d’une façon générale on a 


M£... 
re a Y {0}. 


Nous sommes maintenant en mesure de comparer les deux séries 
formées. 
La série 
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a ses termes de module respectivement inférieurs à ceux de la série 


ee ea, 


Y,+ 
: 1a eo ee 


Cette seconde série étant convergente dans le cercle de rayon 


r(1—b)a pb(i1—b)a 
M a Mere 


il en sera de même pour la série proposée, qui représente dès lors une 
fonction holomorphe dans ce cercle. 


3. Pour démontrer complètement notre proposition, il reste à 
établir que la fonction définie plus haut est une solution de l’équa- 
tion fonctionnelle. | 

Les fonctions z,, z,, ..., z,, étant des fonctions holomorphes de z 
dans le cercle C,, sont développables en séries ordonnées suivant les 
puissances entières, positives de z, dans ce cercle et par suite dans 
le cercle de convergence de la série y formée plus haut. 

Soit 


Zi—a 5 +aist+...+aizt+..., 
Z,, 22 -.., 3, ayant un module inférieur à celui de z, la série 


= a2 
ik aed ened ae 
est absolument convergente dans le cercle considéré; cette série, con- 
sidérée comme série à double entrée, est done une série absolument 
convergente ordonnée suivant les puissances positives, entières de s. 
Les termes 7, y;, produits de deux séries absolument convergentes, 
sont des séries absolument convergentes, et le second membre de 
l'équation est alors développable en série absolument convergente ; 
quant au premier membre, il se réduit à la série 


= 22 

a 1 a ” 

Satie Serre We 
Joss A ) av 


Voyons s’il y a identité entre les séries qui figurent dans les deux 
membres de l’équation fonctionnelle. 


262 A. GRÉVY. 
Nous aurons 


Yo = 271); 
yi = Eni (0) ya) + Uj (0) Yo 20) yolGi(0)]’ + 27; (0) Yo. 


Ce sont les équations qui nous ont fourni les valeurs yo, y, - --- 


4. L'existence d’une fonction holomorphe non nulle à l'origine est 
: —b)by 7, 
done établie dans un cercle de F de rayon ees b étant un 


nombre inférieur à 1 et supérieur à |9’(o)|; on peut étendre cette 
définition de la fonction y à tout le cercle C, de rayon p, intérieur au 
cercle C, et dans lequel les coefficients x; sont holomorphes; C, peut 
d’ailleurs coincider avec C,. 

Soit z un point de hauteur égale à l’unité par rapport au cercle I, 
ce point étant intérieur au cercle C,; les points z,, z,, ... sont tous 
intérieurs au cercle I’; la fonction /(z) définie plus haut est donc dé- 
finie pour les points z,, ..., z,; les expressions 


F( 41), f(42)) + <+> Fen) 


ont un sens bien déterminé et sont holomorphes dans les domaines 
weer, este |e TONCLION 

T1(5) fs) +... + Tn(4)f(4n) 
est définie et est holomorphe dans le domaine du point =, pourvu que 
tous les points de ce domaine aient une hauteur au plus égale à 1 par 
rapport au cercle F. 


Désignons cette fonction par F(z); pour établir que cette fonction 
satisfait à l’équation fonctionnelle, il suffit de montrer que l’on a 


F(s1)=/(s). 
Formons F(z,) 


F(5,) = (41) (52) + T2( 54) (ss) +... + Tn (21) (Fn41)3 
d'autre part, la fonction /(z, ) satisfaisant à l'équation 
Ja) = 1 (35) f (42) +... + Tn (41) fan), 


on a bien l'identité 
F(z)=/(z). 
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Ce raisonnement peut être alors appliqué aux points de hauteur 
2, 3, ... par rapport au cercle et montre que l’on peut étendre à 
tout le cercle C, la définition de la fonction f(z). 


9. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients 7,(s), ..., 
Tr (=) étaient holomorphes dans le cercle C,; si C, coincide avec Cy, 
le théorème est complètement établi; si C, eeu a C,, il nous 
reste à examiner ce que devient la Oncor J(«) dans l aire comprise 

entre ces deux cercles. 

Soit À un point singulier (pôle ou point essentiel) des coefficients 
T, (5), +++) m2); je suppose qu'il n’existe aucun point singulier de 
- module inférieur; décrivons un cercle I” concentrique à C,, compre- 
nant À à son intérieur et tel que la hauteur maxima des points de ce 
cercle soit égale à 1 par rapport au cercle C,. 

Dans l’aire comprise entre C, et I” il peut y avoir plusieurs singula- 
rités telles que A; nous admettrons d’abord que z,, ..., 7, sont uni- 
formes, c'est-à-dire que les points A sont ou des pôles, ou des points 
singuliers essentiels. 

Pour tous les points autres que A, la fonction /(z) est holomorphe, 
comme on l’a vu plus haut; considérons maintenant un point-A et fai- 
sons décrire à la variable z un contour fermé entourant A et intérieur 
à l'aire limitée par I” et C3 =), ..., #, décriront des contours fermés 
entourant les transformées A,, A,, ..., A, de A, et tous ces contours 
seront intérieurs à C,; les fonctions /(z,), ..., /(3,), étant uniformes 
dans ce cercle, reprendront les mêmes valeurs quand z,, ..., z, et, 
par suite, z seront revenus à leur point de départ; il en sera de même 
pour ñ,(2),..., ™,(%) supposées uniformes; on en conclut donc que 
la fonction ; 


T1 (4) f (31) + 2 (5) f (42) ++ ms) (en) 


est une fonction uniforme de z dans tout le cercle I’; si, d’autre part, 
on désigne par F(z) cette fonction, on sait que, sauf peut-être aux 
points singuliers de 7,(2),..., 7,(2), on a identiquement 


F(s,) =f(41): 


D'après le théorème de Riemann, les fonctions F(z, ) et /(z,) coin- 
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cident dans tout le cercle, et la fonction f(z) satisfait a l'équation 
fonctionnelle et n’admet que les singularités des coefficients; d’ail- 
leurs, si plusieurs coefficients admettent la même singularité, la fonc- 
tion /(z) peut être holomorphe dans tout le cercle. 


Ainsi, la fonction ——— holomorphe dans tout le cercle est 


~ r(1—b) 


solution des équations, à coefficients non holomorphes, 


dans lesquelles on suppose |a|<<r(1— b), la fonction 9(s) étant 


ICI 
Et 


sf 


6. On voit aisément qu’en un point z quelconque du cercle C,, qui 
n’est pas un point singulier pour les coefficients et dont les transfor- 
més 3,, 3), .. ne sont pas singuliers pour ces coefficients, la fonction 
fs) est holomorphe; en tout autre point, elle est ou holomorphe, ou 
affectée de singularités analogues à celles des coefficients en ce point 
ou en ses transformés. 

En particulier, siAest un pôle, ainsi que ses transformésA,;, A;,..., Ay, 
l’ordre maximum du pôle de la fonction /(s) au point A sera la somme 
des ordres des pôles A, A;, ..., A, des coefficients. 


7. Examinons en dernier lieu l'hypothèse de points critiques pour 
les coefficients. 

Si l’on a adopté pour les coefficients une branche déterminée des 
fonctions +, on définit une fonction f(s) dans le cercle C,. 

Soit B le premier point critique que l’on rencontre; si on l’entoure 


‘ 


devient alors 
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d’un cercle de hauteur 1 par rapport au cercle C,, dans lequel les coef- 
ficients sont holomorphes, les chemins transformés de ce cercle ra- 


mènent pour f(z,), ..., /(z,) les valeurs initiales; la fonction 


F(s) = 11 (3)f(s1) +.-.+ (3) (Sn) 


Ps) = 11 () f(41) +... + (8) (Sn); 


T,(2), ..., 7, (2) étant les nouvelles valeurs des coefficients après 
une relation autour de B; si la fonction non uniforme, ainsi définie, 
satisfaisait à l'équation fonctionnelle, on aurait, en revenant du point B 
à son premier transformé, 


F'(2) nr (21) (2) Eve do Tn (41) f (Sn41) 
et 
F(4,) = (41) f (42) me citings Tn (31) F (Sn+1)> 
ce qui n'a pas lieu généralement. 
Cela peut avoir lieu si l’on suppose, par exemple, que le point B est 
tel que 


à 


1 (2) = ee 


pee re (5) 


A 


k étant une constante; on a alors 


F'(z)\ =k F(s«). 


CHAPITRE I, 


1. Ona, dans ce qui précède, établi l'existence d’une fonction ho- 
lomorphe dans un certain cercle, dont le centre est un point limite x 
à convergence régulière de la fonction de transformation; mais il a 
fallu supposer que les coefficients x; étaient holomorphes au point «, 
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satisfaisaient a Ja relation 
I=, (2) + Tilt) +... + Ty, (2) 
et ne satisfaisaient à aucune relation de la forme 
r= 7% (x) 9! (w)*+ 12(5) p' (zr) +... + Tn (&) O(a)”, 


dans laquelle & est entier positif. 
Nous allons déduire de ce théoreme un moyen d’obtenir la solution 
la plus générale de l’équation fonctionnelle 


PoY FPiyit-:: ++ Pr¥n= 9; 


dans laquelle py, p,, ..., p, sont des fonctions holomorphes de z dans 
le domaine du point limite x et en supposant, de plus, que p,(a) et 
p,( x) ne sont pas nuls. 
Rappelons d’abord quelques résultats obtenus par M. Keenigs ('). 
L’équation fonctionnelle 


J(51) = 9 (2) f (3) 


admet une solution holomorphe dans le cercle C,; cette solution, dé- 
signée par B(z), est la limite du rapport 


S,)—x 
Lo’ (a) |? 
pour p infini. 
De la relation 
B(s,) == 9'(x) B(s), 


on déduit 
B*(z,) = 9'*(2) B&(z), 


a étant une quantité quelconque. 
On en déduit encore, en prenant les logarithmes des deux membres, 


log B(s,) = log B(z) + logo'(x). 


(1) Annales de l’École Normale superieure, 1884. 


set) a" _ 
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La fonction | 
puis lo B(z 
ogp'(x) 


satisfait à l'équation fonctionnelle 
O(2,\)= 6(s)--1. 
Enfin la solution la plus générale de l’équation 


J (41) = (x) f(s) 
est 


B%(z) Q[(3)], 


Q étant une fonction périodique dont la période est égale à l’unité. 


Tous ces résultats supposent +’ (x) 40; c’est ce que nous ferons 
d’abord, nous réservant d’examiner ensuite le cas où 9’ (x) est nul. 


2. Ces résultats étant rappelés, considérons l’équation algébrique 
(1) Pol @%) + pa(æ)t + paf) +...+ pr(v)t=0, 


que nous appellerons équation caractéristique; nous allons montrer 
comment à une racine de cette équation correspond une fonction qui 
satisfait à l’équation fonctionnelle. 

Soit a une racine de l’équation caractéristique; posons 
Loga 
— nl =, 5 
Ho _ Logo’(x)? 
et supposons qu'il n’existe aucune autre racine de la forme ®%(x), 
Æ étant un entier positif. 

Posons (') 

y = VB*(z); 

l’équation fonctionnelle à laquelle satisfait Y est alors 


PoY B&(s) + Pa Ya B*(2,) +...+ pr Yn B%(2,) =0 
ou 
7 BY(2) [po ¥ + ps 9" (2) Yat... + Pn 9" (2) Y,] = 0. 


(1) On peut d’ailleurs établir toute cette théorie, sans avoir recours à la fonction B(z) 
en faisant la substitution y = Yz*; ceci permet même d’obtenir B(z) comme conséquence 
de ce qui précède; toutefois, l'introduction de B(z) évitant d'étudier les singularités rela- 
tives aux zéros de #(z), nous avons préféré suivre la voie indiquée plus haut. 
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L’équation caractéristique correspondante 
a Po(æ) sg Pi(æ) g'*(xyé = ot Pn(Z) pine 2 TR ra) 


admet pour racines les racines de léquation (1) multipliées par 
o'-*(a); elle admet donc la racine 1 et aucune racine g"(æ), # étant 
un entier positif. 

On en conclut, d’après le théorème fondamental, qu'il existe une 
fonction Y non nulle à l’origine, et holomorphe dans le domaine du 


point x, qui satisfait à l’équation 
Po(z)Y + pi(s) o'% (xv) Yi+...+ pr(z) 9% (2) Y,=0. 


Nous voyons, en particulier, que, si & est entier positif, l’équation 
proposée admet une solution holomorphe dans le domaine du point x 
cette solution admet le point limite comme zéro d’ordre «. 

Si « est entier négatif, il y a une solution méromorphe au point 
limite, qui est pôle d’ordre a. 

Si « est fractionnaire, le point limite est un point critique algé- 
brique. 

Nous pouvons maintenant partager les racines de l’équation carac- 
téristique en groupes tels que les racines d’un même groupe soient les 
produits de l’une d’entre elles par une puissance entiere positive de 
g(a). 

A chacun de ces groupes correspondra une fonction de la forme 
B*(s) Y; nous avons donc déjà autant de solutions que de tels groupes; 
mais on peut aller plus loin et trouver une solution qui corresponde 
à une racine quelconque de l'équation caractéristique, si cette racine 
est simple; / solutions correspondantes à la racine de l'équation carac- 
téristique, si cette racine est multiple d’ordre Z. 


3. Pour trouver la forme de ces fonctions, il est nécessaire d’étu- 
dier quelques équations du premier ordre, qui sont des généralisations 
des équations d’Abel et de M. Schroeder. 

Premier exemple : y = py. 

Si p(x) est différent de zéro, on peut poser 


P(x) =[9"(x)]%5 
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il existe une solution de la forme 
[B(s)]*¥Y, 


Y étant holomorphe dans le domaine du point æ et ne s’annulant pas 
en ce point. 
La solution générale est alors 


| : [B(S)PY QT (<)], 
Q étant une fonction périodique de période égale à l’unité. 
Dans le cas particulier où p(#) est une constante égale à l'unité, 
la solution se réduit à Q[d(s)]. 
Deuxième exemple : y,-- y =u, u étant une fonction holomorphe 


dans le domaine du point æ. 
Pour ramener cet exemple au précédent, posons 


y = logs, Ja 108; 


p 
log, — loge =u, log = ==, ve We 2s 


e“ est une fonction holomorphe dans le domaine du point +; nous 
pouvons alors distinguer deux cas : 

UT) 0. 

L’équation caractéristique a alors la racine 1, car ona 


Cm i i 


Laissant de côté le cas où u(æ) serait constant [cas qui se résout au 
moyen de la fonction Ab(z), À étant constant], on voit qu’il existe 
une fonction ¢, holomorphe et non nulle au point a, qui satisfait à 
l’équation 
D prenne), 

Prenons une détermination de la fonction loge; ¢ ne s’annulant pas 
au point æ, on peut choisir le domaine de ce point de façon que Loge 
soit une fonction uniforme dans ce domaine; la fonction Loge, sera 
alors parfaitement déterminée, et l’on aura ainsi vérifié l'équation 


Log», — Loge = u 


ou 
Vi—Y Sue 


ra 


a 
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SL GL =e 0. 
La racine de l’équation caractéristique, qui correspond à l’équa- 


tion 
t= ev; en a)s 


est alors 
eux), 
Posons 
Le 
~ Logw'(x) 


Il existe une fonction ¢ de la forme 
[B(z)]*V, 


V étant holomorphe et non nulle au point x. 

La fonction y = Log[ B(z)]*V admet en x un point logarithmique. 
Si l’on fait décrire à la variable un chemin qui n’entoure pas l’ori- 
gine, et si l’on suppose que le domaine du point x ne contienne au- 
cune racine de B(z), on peut définir Ja fonction 

J1= Log[B(<)]* V (41) 
l'équation 
Dare ce GE) 
admet donc une solution de la forme 
a Log®'(æ).b(3) + Log V(z), 
Log V(z) étant holomorphe au point x. 


Troisième exemple : y, — y = b’'(s). 
Posons 


Y = %&ob"(z) + a, b"—"(z) +...+O%,-, 6(4), 
i= %[ (4) +1] + abs) +1]? +... + On [b(s) +1]. 


Voyons si l’on peut déterminer les coefficients a), &,, ...,æ, ,, de 
facon à vérifier l'équation 
Yi— Y= 4"*(z), 
n(n—r) ot 


a renee =0 
TR ME ; 


n(n—1)(n—2) . (mn —1)(n—2) n—2 
19,0 2 I 


POW Be etes Se ANNE ane me lots ste a D se ss wh ale mw s'en ele se es ee 
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De ces équations, on tire successivement «,, a, ... en fonctions 


de &,; quant au coefficient de b"-'(z), il est égal à 2,3 il suffira donc 
I 

de prendre pour «, la valeur —. 
nm 


4. Des exemples qui précèdent, on peut en déduire quelques autres 
dont la solution se déduit aisément des solutions que nous venons d’ob- 
tenir; on y parvient à l’aide d’une formule analogue à celle de l’inté- 
‘gration par parties. 

Si nous désignons par Ay la fonction y, — y et par Vy une fonction ¢ 
satisfaisant à l’équation ¢, — t = y, nous avons identiquement 


Auy = u,¢,— ue = (u,— u) y+ (% — 0) U = (u,— UU) (ep + Av) + (9,— 0) u, 


ou 
Auy = pAu + uAy + Au Av. 


D'autre part, si entre les fonctions «, B, y, 6, existe la relation 
(1) Aa — AB + Ay + Ad, 


on en déduit 
e=6B+y-+0, 


en négligeant le terme Q[ b(z)]. 
La relation (1) peut s’écrire en effet 


a,—Bi— ya -- = a — 6 — y — d. 


Cette équation admet pour solution générale la fonction Q[b(z)]; 
on voit donc que la relation (1) équivaut à la relation 


a=B+y+0+ Q2[5(s)]. 
De l’identité que nous avons écrite plus haut, on conclut lidentité 
ue =V(eAu) + V(uAv) + V(Au dv) + Q[0(s)]. 
Nous allons appliquer cette formule à quelques exemples. 
Premier exemple : ¥ 


Yi—y=ub(s), 
y =NVub(s). 


ÉD OT TOO 
, r 
L) 
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Remplacant dans la formule précédente w par Vu et ¢ par b(z), on 
trouve, en tenant compte de la relation b(z,) — b(s) =1, 


b(s) Vu=Vu b(s) + V[b(s1) — 6(s)] Vu + Vu[b(s:) — b(s)| + 2[6(s)], 
b(s)Vu=Vub(s) + Vut+ Vu+2[b(s)], 
Vu b(s) =[6(s) —1] Vu — Wu — &[0(s)]. 


Si u(æ) est nul, Vu est une fonction holomorphe dans le domaine du 
point x; siu(æ) Ao, Vuest de la forme 


alogw'(x).b(z) +f(4), 


f(z) étant une fonction holomorphe. 
On a alors 


VVu—VaLogo'(x).b(sz) + Vf (s) =a, b?(2) +B,b(z) + fi(z), 


z,, 8, étant des constantes et /,(z) une fonction holomorphe. 
On voit donc que Vub(z) est de la forme 


AB (3) + pb(s) + (5) 


A, étant une constante, pet) (z) des fonctions holomorphes; la solu- 
tion générale est la précédente augmentée de Q[ b(z)]. 


Deuxième exemple : 
YF u0(z) yee Vab" (2). 
Remplacant dans la formule u par Vu et ¢ par b”(z), on trouve 


bn (s)Vu = Vub"(s) + V{Vu[b"(s,) — b"(s)]} + Vf uf b"(s,) — 8" (3)] 
= Vub"(z) + Vi [ nb" (2) ++ 1] Vu} a Vju[nb"-"(s) ++ 1]. 


Vu est de la forme «b(z)+/(s), « étant une constante. Si l’on met 
cette expression à la place de Vu, on voit que l’on a 


b"(z)Vu = Vub"(s) + Vnab"(z) 


+¥|nf(s) AUS mn) «| bis) eue 


De cette relation, on déduit 


V(u+na)b"(z) = b*(s) Vu — VF(z) 
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F(z) étant un polynome de degré 7 — 1 en b(z), dont les coefficients 
sont des fonctions holomorphes de z. 


Si l’on admetque VF(z) est un polynome de degré n en b(z) à coef- 
ficients holomorphes, on voit que 


Vu b"(z) = b"(s) Vu —V F(z) —Vnab"(z) 


est un polynome de degré n +1 en b(z) à coefficients holomorphes. 
Ce théorème ayant été établi pour un polynome F(z) du premier degré 
en 6(s) est ainsi démontré dans le cas général; on a done 


Nu (2) f(s) Et), Pie) bris) ee. fie). 


On peut remarquer d’ailleurs que le coefficient de b**'(z) est une 
constante, et les coefficients suivants des fonctions holomorphes de z 
au point x. 

De la résolution de cette équation, on déduit celle de l'équation 


Yi—Y —U Loge Log e’ 2e Loge”), 


u,v,...,¢™ étant des fonctions holomorphes qui peuvent être nulles 
au point a. 
y étant de la forme (3 — x) V[V(x)| Ao, on peut écrire 


Loge = Log(s — x)* V + Log B“(z) — LogB*(z), 
Gt , 


k 
Log v = Log V + Log lS | + LogB*“(s), 


Loge = Log V | = 


s k 
| + LogB*(z)= Log V'(z) + 4 Logg'(x).b(s), 


Log V’(z) étant une fonction holomorphe dans le domaine du point x. 

Le produit uLoge. Loge’... Loge” est donc un polynome de degré 
n +1 enb(z) à coefficients holomorphes et y sera un polynome de de- 
gré n + 2 en b(z) à coefficients holomorphes. 


5. Nous avons jusqu’a présent étudié des équations de la forme 


pi y =ub"(s) 


dans lesquelles w est holomorphe; nous aurons besoin pour l'étude 
des groupes de racines de l’équation fonctionnelle homogène d'ordre x 
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de connaitre la forme de la solution d’équations de même forme dans 
lesquelles w admet un pôle au point æ; il nous reste à examiner de 
telles équations. 


Premier exemple : 


OL, &,,..., O,_, étant des constantes. 


Posons 
= À ++ Le 
B*(s) B(:) 
Det ru Hee SoS hems : ’ 
cs o* (x) BF(z) 


Site A I ei I 
1-7 = BH Leal tt Be Lee =i 


Nous aurons résolu l’équation proposée en posant 


équations qui fournissent les valeurs de A, ..., À;_,, puisque 9’(x) 
est supposé compris entre zéro et l'unité. 


Deuxième exemple : . * 
ul 


OA der Tree 5 A 


la fonction uw étant supposée holomorphe et non nulle au point x. 
Si l’on pose 
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On a d’ailleurs | 2 


uU= d+a(z—x)+a(s—x) +... + as — x) +... 


Ft i -- 
; a pei ale abate 
1 whens i+ %,,(4—2)+4+.... 


Bia) ~ Ga) Gays 


Nous pouvons alors déterminer les coefficients À de façon à faire 
disparaître les termes qui contiennent 3 —x en dénominateur; il 


suffit de poser — 
À EE =| OC = aes 


aS algerie) ai emo etes 6) ebay a ele tele ss elvlele ee eo este 8110 os ++ ce 


On tire de ces relations les valeurs de À, À,, ...; on voit facilement 
que les coefficients a at ... sont différents de zéro, sans quoi . 


BE n’aurait pas le point x comme pôle d’ordre z. 


t est alors une fonction de la forme 
p.b(z) +f (4), 


uv. étant une constante et f(z) une fonction holomorphe. 


On voit que l’équation 
- Uu 


Dy res (s—a)® 


admet une solution de la forme 


wes) a mA SA en i es Hbc) ae f(z.) 
ou p 
A ais + pb(z), 


P(s) étant une fonction holomorphe en x, et non nulle. 


Troisième exemple : 
u b(z) 


PRET ESS 
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Appliquons ici la formule 
uv = V(pAu) + V(uAv) + V(Au Ap), 


en remplaçant w par V A et » par b(z). 


DV Ep = ee +t Wo VE 
Vo ne tH bl), | 
We ee eS De + Abe) + pab(s), 

DV = + Bor). 


L’équation a donc une solution de la forme 


P,(z)+P,(:)0(:) 


(3—x)t +9 b%(s), 


P, et P, étant des fonctions holomorphes, ¢ une constante, P, (a) étant 
différent de zéro. 
Quatrième exemple : 
_ ub"(z) 
NI ah 
Admettons que l’on ait 


yu br—1(3) __ P,(z)+P:(2) b(3) +. -+Pr(s) b"-"(s) 


(s— x) (s—ax)* 


+ 9 b"(z), 


nous allons montrer que la loi de formation est encore vraie pour l’équa- 


tion 
on et ae) 
Ja PE Came 


Dans la formule déjà employée, remplaçons w par V 
b"(z) 


b"(:)V ones = V bn (3) —“ 


u 
Goce ete par 


u u 


er A Op a a 


Vb" (z) —V(nb"—1(z)+...)V PS b-1(s)+...]. 


(2—a)* 


~ < | = ——— 
: - : … PA 
_ "Re 
"A a - ke 
DEL all ÉTUDE SUR LES ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 2775 DS 
e * + 4 7 = at a 
Ones 


Vea = eae Hels. : 


Le second membre contient donc des termes de la forme 


a - 3 Fi(s)0m-1(3) —  F,(s) b"-2(z) 
or os Ga Eee 


dont les valeurs sont de la forme 


P,(z) +...+ P,(z) b°-1(s) 


(s—a)* 


+ p b"(s), 


et le terme 
P(z)b"(:) 


br+1 Z 
J ir (z— x)" 4 


dans lequel P(x) est différent de zéro, de telle sorte que l’on a bien 


y Mb" (s) _ Qo+Qsb(s) +...+ Qu (s) 
G25 Ge) 


= 00 (a) 


ce qui établit le théoreme d’une facon générale. 
Remarquons que Q, (x) n’est pas nul. 


CHAPITRE II. 


1. Soit l'équation fonctionnelle 
moe Pia Pale )¥n = 0, 
dont l’équation caractéristique _ ; 


Pol ®)+Pi(e)t+...+ pr(æ)tt =o 


admet la racine a d’ordre p. 


— 
À 
- 
- 
S + : 
, = Pa 
— $ 
“TRE LE 
ro oe Fe 
ra) A ra 
LA s 
a x et i } A 
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Posant a =[9'(x)]*, à toute solution y correspond une solution Y 
de l'équation 
Po(s)Y + pi(s)[9 (a) Vi +... + pals) Le (æ PE Ya = 05 


réciproquement à toute solution Y correspond une fonction y solution 
de la première équation; entre ces fonctions, on a la relation 


y = Y[B(s)]. 


Au lieu de rechercher les solutions de la première équation, nous 
allons chercher celles de la seconde; l'équation caractéristique relative 
à cette seconde équation, ayant pour racines celles de la première équa- 
tion caractéristique divisées par [9’(a)]*, admettra la racine 1 comme 
racine d'ordre p. 

Ce sont les fonctions qui correspondent à cette racine que nous 
allons étudier. 


2. Nous savons déjà qu'il existe une fonction holomorphe non nulle 
au point x qui satisfait à l'équation en Y; soit Y’ cette fonction; si 
nous posons Y= Y’V, l'équation devient 

P,(z) ¥'V + P,(z) Yi Vit...+P,(:)Y,V, =0, 
en posant, pour abréger, 
Pi(s) =pi(s)Lo(x)), 
ou, en tenant compte de la relation 
Po(s) Y'+ Pi(s) Y, +... +P, (5) ¥, =0, 

P,(z) VV P,(3) Y.V,+... 

a LPots) VRP, (5) ¥, HP (EL VS, 

Bo(4) VV — Vy) + P(3) Yi CV — Vas) +. 
ES ie Pegs) Peur (Vice — Vs ) — 0. 


Prenant maintenant comme fonction 


Lots dd 
+ tags 
Ha 


ih we Lie 
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ou 


Va ‘ss Nas = Uni, 
VoaN, ee — Uni + Un-9s 


ae eee ess [ee Fee ete oy la due on) etes 6 0e + 9 


Nous trouvons ainsi la nouvelle équation 


Po(4) Y'(u+u+...+u, ) 
+ Py(s) VC ut... Hu, 4) +... + Pry (2) Vi, Un = 0, 
Poe) Ya LP, (s) Ve Py (2) Ya... 
er LEa(2) PSN. Pp 0 (5) Yn | tans, 


équation fonctionnelle d’ordre n — 1 en u; les coefficients sont holo- 
morphes etle coefficient de w n’est pas nul au point x. Cette équation 
est donc bien de la forme déjà étudiée. 

Formons son équation caractéristique 


Po(æ) Y'(z)+[Po(æ) Y'x) + Pix) Yi(æ)]é +... 
MR CNE EP Cr) (a) |e" t= 0, 
Remarquons que l'on a 
Vc)=Yi(x)=.. = Y, (2). 

L’équation caractéristique peut s’écrire 
Pi(z) [PB (&) +Pi(æ)lé+...+[P(x)+Pi(x) +... .+P,(&)]#-1— 0. 

Le premier membre de cette équation étant le quotient par 4 — 1 de 

at PC Ba) et", 


cette équation admet encore la racine 1 à l’ordre p — 1. L’équation 
fonctionnelle en w admet alors une solution holomorphe non nulle au 


point x. | | 
A cette fonction correspond donc une fonction V = Vu de la forme 


kb(z2) + f(4), 


k étant une constante, f(z) une fonction holomorphe au point x. 


ON 
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L’équation en Y admet donc les deux solutions 
Y, Y'[kb(z) +f(2)], 
et l’équation donnée admet les deux solutions 
Y'[B(s)]*%  Y'[B(2)]*[4 6(s) + f(4)]- 


Sila racine a est double, nous avons ainsi deux solutions correspon- 
dant à cette racine. 
Admettons qu’a une racinea d’ordre p — 1 correspondent les p — 1 


solutions 
Y'[B(z)]*%, Y'[B(s)]*[4,0(4) +fi(4)], ---> 
Y[B(2)]*[Ap—25?-?(3) + fp—a,s(@) bP-3 (2) +... + fp—2,p—2(4)]- 


Nous allons démontrer qu’a une racine a d’ordre p, correspondent 
les p solutions 


Y'[B(s)]%, ... WEB(e)]*.Kp-y BP (2) + fi (6) be (a) ++ Soap 


Si nous admettons le théorème pour la racine p — 1, l'équation en wu 
a les solutions 
u, u[mb(z)+d(z)], ..., 
u[mp-a0P (3) + bp-2,1 (2) 67-3 (5) +... + bps, pe (3) ]- 


A ces p—1 solutions correspondent pour V les solutions 
Vu, Vj u[ my, b(s) + di(s)l, ..., 
qui sont de la forme 


ki, b(z)+fi(s), Kb (3) + fe, (4) 6( 5) +foe(s), «+5 
Kp—, 0P-1 (2) te fpa33( 2) OP a), A ao oe (s). 


L’équation en y a donc bien p solutions de la forme indiquée; nous 
remarquons que &,, ..., #,_, sont des constantes, /\ (=), ..….,f,., (2) 
des fonctions holomorphes. 

Nous voyons d’ailleurs que les constantes #,,..., #,, ne peuvent 
être nulles; on peut, en effet, par le procédé employé obtenir une série 
de transformées de l'équation jusqu’à ce que l’on parvienne à une 
équation fonctionnelle dont l'équation caractéristique admette la ra- 


cine simple 1; l'équation précédente a alors pour solutions une fonc- 


À 


\ 


SN A TT ROM La à a à Re SL SG eee 


PANS Lite été a 


ef 
* 


D bad dd à de SL ES LS eee 


Or ve 
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tion holomorphe non nulle en + et une fonction qui a la forme d’un 
polynome du premier degré en b(z), le coefficient de b(z) étant diffé- 
rent de zéro au point æ. 

Le terme en 6?(z) de l'équation qui précède sera dans les mêmes 
conditions, puisqu'il provient uniquement du terme en b(z); en conti- 
nuant ainsi, on voit aisément que les constantes #',..., EE, sont dif- 
férentes de zéro. 

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante : 


A une racine | 9'(x)|* d'ordre p de l’équation caractéristique corres- 
pondent p racines, qui sont les produits d'une fonction | B(z)]*Y' par des 
polynomes de degré 0, 1, ...,p — 1 enb(z); les coefficients de ces poly- 
nomes sont, ainsi que Y', des fonctions holomorphes de z dans le voisinage 
du point x, les coefficients de la plus haute puissance de b(z) étant des 
constantes différentes de zéro. 


Nous avons négligé constamment les termes Q[6(2)], mais nous 
voulions simplement obtenir p solutions correspondant à une racine 
d'ordre p de l’équation caractéristique; nous verrons plus tard com- 
ment on peut trouver la solution générale de l’équation au moyen de 
solutions particulières. 


3. La méthode que nous venons d’employer permet également de 
trouver les solutions qui correspondent aux groupes de racines indi- 
quées plus haut. 

Soient [ 9’ (x)]*, [9 (x), ..., [9 (@)]* fr p racines de l’équa- 
tion caractéristique, 4,,..., £,_, étant des nombres entiers positifs, 
qui ne vont pas en décroissant. 

A la racine [¢’(a)]* de l'équation caractéristique correspond une 
fonction [ B(z)|*Y’ de l'équation fonctionnelle; l’équation fonction- 
nelle à laquelle satisfait Y’ étant 


Po(z)Y + Pi(z)Yi+...+P,(z)Y, —0, 
P,, P,, ..., P, étant les fonctions 
potz)L?' (x) ..., pr(s)[p'(æ)]". 


Les racines de l’équation caractéristique correspondant à l'équation 
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en Y sont, relativement au groupe considéré, 
ACIER OU ee ae 
Si nous formons la transformée en uw, en posant 


EN Eh V,—V=u, 


nous trouvons |’équation fonctionnelle 


P,(s) Y'u + [Po(z) Y’ + Pi(4) Yi]u +... 
+[Po(s)¥' + «.+ Pr_-1(4) Yn] Ue =9, 


dont l’équation caractéristique admet les racines 
[o'(s)}-, ee) [eo (a) fr. 
Il existe donc une solution w de la forme 
[B(s)]-*u, 


u étant une fonction holomorphe au point a, et non nulle. 
La fonction V correspondante sera 


V—V u _Y u' 
[B(z) (as — ay" 
u étant holomorphe au point x. 
On a done 


P(z 
v= ) + pb(s), 


(s— 2) 
y. étant une constante, P(3) n’étant pas nulle au point x. 
L’équation proposée a donc les solutions 
à P(z 
VB BG Er + nos) 


3—%) 
ou 


(2—2)*f,(2z), (3 — T)E f, 1(3) + (3 — L)*b(z)fo,2(4), 


Svs fa Pas étant holomorphes; f,(a) et fo, (a) n’étant pas nulles. 
Admettons que, à un groupe de p —1 racines, correspondent p — 1 
solutions qui ont la forme de polynomes en b(z) de degrés o, 1, /, 
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p — 2; les coefficients de ces polynomes étant les produits de fonc- 
tions holomorphes par les binomes (s — x)%+#, «;,; Correspondant a 
[(=)]', [9 (w)]* étant la (c)*™* racine, en supposant ces racines 
rangées par ordre de croissance des exposants. 

Dans cette hypothèse, une solution de l’équation en w sera 


rica x)-*ib,(s)+(2— @)-*inrb,(5)b(2) +...+(5 —2)-*), (2) b'-* (2), 


ON Ta 
peat 
V=Vu= Ÿ V(s— 2)-idi_jas(z) O-/(2) 
= 0 10(3 omc me oo wy 
=>2 + Qu Les iL(4)] bits) 
et a 


psi | rs. 
PEN TENTE ye ae Q;-;[6(s)] i 
j=l 


Les seuls binomes qui soient en dénominateurs de [b(z)|/ sont 
(s—ax)i, (2 — x), ..., (3 — x)"; de sorte que l’on peut écrire 


Vis) Wile) blz), Veale) 


y= Y'[B(sy]] ES I) 4 SAR + plore 


ou 
=) — w+ fy (4) (5 2) nb (s)+..+ faite) — 2 To (GT. 


En donnant successivement az les valeurs 1, 2, ..., p—1, nous 
aurons, outre la solution Y’[ B(z)]’, les solutions 


Frs) — 2h + fa,2( 3) (5 — £)*O(s), 


fps (2) (2) hp + fo 22) (3 — 2) 7 D (5) +... + fp,p() (6 — 2) T0 (2) 


Si, dans ce qui précède, on suppose différentes quantités # égales 
entre elles, tout ce que nous avons dit subsiste. 

Si, aux conditions déjà énoncées, nous ajoutons que la fonction 
PA(&) ne s’annule pas au point x, nous voyons qu'une racine quel- 


Se EE ee 
< eal 
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conque de l'équation caractéristique peut être mise sous la forme 
[ 9’(a)]*, et nous pouvons énoncer le théorème général suivant : 
A une racine simple | 9'(a)|* de l'équation caractéristique correspond 
une solution de la forme 
(s— x} f(z). 
À un groupe de racines [o’(a)|*, [’(ax)]*2, «0+, [ 9’ (a)|%» dont les 
exposants ne vont pas en croissant et sont égaux ou different d’un nombre 


entier, correspondent les p solutions 


(2—2)%f,(s), 
(3 — 2) fs) + (5 — ©) fre (3) O(s), 


(2 — x) fn (5) + (5 — 2) v-fp2(5)0( 3) +...4+ (4 — wv )%: fo (2) OP="(3), 


b(z) étant une fonction qui admet au point x un point logarithmique, 
S\()s +. fp,p() étant des fonctions holomorphes en x. 


Remarquons en terminant que certaines de ces fonctions peuvent 
étre identiquement nulles, comme cela a lieu pour les équations a 
coefficients constants, que nous étudierons plus tard, les fonctions /,, 
Janus ces fo, N'étant pas nulles à l’origine, si toutes les racines sont 
simples. 

Examinons d’un peu plus près la composition de ces solutions 
lorsque des racines du groupe sont multiples; supposons [9 (a) ]*: 
racine d’ordre A,, [® (x): d’ordre A,, .... 

A la racine «, correspondent A, solutions 

[B(s)]*[ fi (2) +fi,2(4) 0(4) +... + fii(s) dE (z)], 
7 pouvant prendre les valeurs 1, 2, ..., À; f;,;(x) est différent de zéro. 

En appliquant la méthode déjà employée, nous serons amené à 
considérer une série d'équations fonctionnelles, les &, — 1 premières 
conduisant aux A, solutions précédentes, la a"? ayant une équation 
caractéristique n’admettant plus la racine [9’(a)|*, mais ayant la 
racine [9’(a)|*-™ à l’ordre X,. Cette équation fonctionnelle a done 
des solutions de la forme 


BEC) CS, (4) + fie D C3) +... fii(4) b (s)], 


fir(s) n'étant pas nulle au point æ. 


LA ial 
Lies du EL À 


LA 


ATT bodies dent 


te 
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L’équation fonctionnelle de rang «, — 1 admettait alors la solution 
YV[B(2) dis (2) +... fé (z) 6°" (2)]. 


Ji: 6° *(2) 
[B(s)]*-% 


Po+ P, b(z)+...+ P,_,b*'(z) 
LB(3)147% + pb'(s), 


Nous savons que V #2?" est de la forme 


{. pouvant être nul, mais P;_,(x) ne l’étant pas, the 
différent de zéro. 
L'expression V[B(s)|*-%[ f(s) +...] contient donc un terme 


P,_,b°"(2). i} pape 
TB(s) =? le terme en b'-?(z) peut fournir également un terme en 


étant supposé 


D! (2), mais, son coefficient étant une constante, on voit que le coeffi- 


cient de 
b*(z ) 
[B(s)]%% 


sera une fonction holomorphe non nulle au point x. 
La solution de l'équation de rang a, — 1 est alors 


DO CPE 0)P Ce) ras) O'(2) 
[B(s)]%% 


fi(æ) étant différent de zéro et f;,,(æ) étant nul; ona 


fale y= EY ( Be) |S. 


DE) 
[B(z)1%7% 
©) donnent un terme 


Si l’on remonte à l’équation de rang «, — 2, les termes 


eer ule) ere (2) OF 


qui proviennent de [B@) 


tt : 
en Ra dont le coefficient ne s’annule pas au point x; le terme 
u¥ bi(z) peut donner un terme en b'-'(z); mais le coefficient de ce 


OF (3) 
BB Case 
aura un coefficient nul au pointæ; on en conclut que dans la solution 


l’é ion d l fficient du terme ea) ne 
de l’équation de rang «, — 2, le coefficien Bo 


terme étant holomorphe, le terme en que l’on en déduit 


s’annule pas à l’origine. 
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Nous pouvons répéter ce raisonnement et nous arriverons finalement 
à trouver pour l'équation proposée une solution de la forme 


[B(s)]%[Fi(z) + F.(s) 6(s) +...+ Fi(s) 0 (2)] + [B(s)]*[.- -], 


F,(s) n'étant pas nulle au point æ. 

Il est manifeste que, sil’on considère les solutions qui correspondent 
à la racine [9’(a)|* d'ordre X,, ces solutions correspondent à des so- 
lutions de la a" équation d’une forme analogue, le coefficient de la 
puissance de b'-'(z) étant différent de zéro, les coefficients suivants 
contenant en facteur [B(z)]-%, tandis que les coefficients des — 
puissances [b(z)]°, [b(z)], ..., [b(z)]7" ne contiennent pas le 
facteur [ B(z)|*. 

En remontant a la première équation, on trouvera 


[B(s)]*[ Fi (s) + F3 (2) 6(¢) +...+ Fi (s) 8 (2)] 
4+-[B(z)]™[...]+[B(s)]%.... 


Nous pouvons alors préciser la forme des solutions qui correspondent 
à un groupe de racines; pour cela, nous supposerons que la racine 
multiple d’ordre À est remplacée par À racines; ces racines seront 
évidemment égales, mais nous les distinguerons, pour la commodité 
du langage, en leur assignant un rang. 

Soient %,, %, ..., %, ... les exposants de +’(æ); une solution de 
l'équation fonctionnelle sera de la forme 


[B(s)]*[ (3) + fo(s) 0(s) +...+ f;(3) 671 (2)] + [B(23)]*%-[...1+..., 


si elle correspond à la 7*™* racine [o’(x)[*, et x; étant inférieur à 
Care rae 
Le coefficient /;(s) est holomorphe et ne s’annule pas au point x. 


be tie 


we x 
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CHAPITRE IV. . 


1. Le théorème général sur l’existence d’une fonction holomorphe 
non nulle satisfaisant a l’équation fonctionnelle, sous la condition 


Po(T)+pi(æ)+...+p,(æ)=0, 


suppose simplement que 9(a) a un module inférieur à l’unité; mais, 
dans l’étude qui a été faite ensuite de l’équation, on a supposé que 
®'(æ) n’était pas nul, en faisant correspondre à un nombre [o’(x)]* 
une solution de l'équation fonctionnelle. En supposant 9/(#)= 0, 
nous allons chercher à former une fonction analogue à la fonction B(z); 
cette fonction ne sera pas holomorphe dans le domaine du point x, 
ainsi qu’on peut le voir aisément a priort; pour trouver cette fonction, 
nous établirons les théorèmes suivants : 


Tutorime I. — Sz la fonction 9() est de la forme 
e+ e(s—ax)*[1+ p(s)], 


a étant un entier positif, c une constante, (8) une fonction holomorphe 
dans le domaine du point x et nulle en ce point, ul existe une fonction 
holomorphe unique satisfaisant à l'équation 


Ji=c(z—æ)* "y. 
Cette fonction a le point x comme zéro simple. 
Posons y =(s — æ)Y, la fonction Y doit satisfaire à l’équation 
(3 —æ)Yi=c(z— x) (3 — x) Y, 
c(z 


RE + (Ve 


c(s 


VE 


Cette équation fonctionnelle admet une solution holomorphe dans le 
domaine du point z et cette solution n’est pas nulle en ce point; on en 


aa Os LM Rs. 
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conclut qu'il existe une solution y =(s — #)Y satisfaisant à l’équa- 
tion 
i=c(s- a)" 7. 


Cette solution est seule holomorphe ou, du moins, les autres solutions 
holomorphes sont le produit de y par une constante. 

Le raisonnement que nous venons de faire suppose ÿ(x) non nul 
identiquement; dans le cas où l’on aurait — ; 


p(z)—x=c(z—x), 
on voit de suite que la solution holomorphe unique y est 
nr 
Cette fonction holomorphe est d’ailleurs la limite du rapport 


Zn — æ 


c? (3 — am) 1(z— mt, . (sn — 2)” 


on le voit facilement en multipliant membre à membre les identités 


Yn = C(331 — LR) Yes 
ce qui donne 
De CA ET) aot ole Pee eS ae + 


Posant y = (z — #)Y, on trouve 


(3x — x) Yi c(z — Ge . (3n—1 — Baty, 
Sn— 2x 
OM Sian 2) ey ie et 


a YR: 

Si r augmente indéfiniment, Y, a pour limite une constante et le rap- 

port considéré a une limite qui est à un facteur près la fonction y. 
On pourrait, en suivant une marche analogue à celle qu’a adoptée 

M. Keenigs pour la fonction B(z), montrer que le rapport 


cn (3s — æ)4 1. x «(31 — C2 Les 


Co te) 
ky § 


= 


pe à À be ee TT A a NN SL SL ae dd TROD 


\ 
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représente pour » infini une fonction holomorphe dans le domaine du 
point x, et en déduire que ce rapport est solution de l'équation 

Pi cs — x) y. 
On voit d’ailleurs que z, — x est divisible par (s — æ)*; le dénomina- 
teur est divisible par 
rx) —œ)t...(s— 2) 1 où (s— x)" 1, 
en sorte que le rapport est divisible par z — x. 


Tnéorème IL. — 9(s) étant de la forme indiquée dans le théorème pre- 
cédent, ilexiste une fonction holomorphe unique dans le domaine du point 
a, telle que l’on ait 

g'(z) 


a 


Ji Je 


Cette fonction est nulle au point x, qui est racine simple. 
L’équation peut s’écrire 


c(z— x)*1 


N= —— alt + (a) + (2 — 2) Y (2) 7], 


4-1 pe San nt 
n= els 2) [14+ He) + Es) | y. 
Soit Y la fonction holomorphe solution de l’équation 
Vases = 2)" yY; 


y isfaire à l'équati 
le rapport + devra satisfaire à l’équation 


(Ha [19S] 


équation qui admet une solution holomorphe unique et non nulle au 


point a. 


Il existe donc bien une solution holomorphe y en x, le point x étant 


comme pour Y un zéro simple. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. Seprempre 1894. 37 
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Cette fonction est la limite du rapport 


z’; désignant la dérivée de z;— æ par rapport à z;_,. 
Taéorème IIT. -- L'équation fonctionnelle 
ae el 


admet, dans les mémes conditions que précédemment, une solution ayant 
au point x un point logarithmique. Il n'existe aucune solution holomorphe 


ou méromorphe au point x. 


Nous avons, dans le théorème précédent, établi l'existence d’une 
fonction holomorphe Y, dont le point x est un zéro simple, solution de 
l'équation 


'(- 
Ver 


a 


I 


La fonction Y 


est donc solution de l'équation 


(7), =2(q) 
(¥),= 95 (x) 


le point x étant un pôle simple de cette fonction. 
Considérons l'intégrale prise entre deux points x, et z du domaine 


du point x 
F a) Ss Ur 
Gé af Ye 


0 


; 

C'est une fonction holomorphe pour tout point qui n’annule pas Y; 
si, dans cette fonction, nous faisons la substitution |<, 9 (s)|, nous obte- 
nons 


fonction holomorphe, si Y ne s’annule pas, x variant de x, a3z,. 


“it 
4 


% 
\ 
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i 


0 


On peut écrire 


En ay I 
=a : 3 
ne ii Tian: 


et, en posant z,= 9(2), x = 9(2,), 


F (21) le a ees «fre dé alt 


0 


= co 
gé+af ye 


y 


yf 


er EG be LV Ee EE Te a 


_La fonction F(z), ainsi définie, vérifie donc l'équation fonction- 


3 nelle 
a F(z)=aF(z) +a Y z—aF(z) + am, 
m étant une constante. 
Posons alors 
=) E, 


A étant une constante arbitraire, 


M=E(s)+k=aF(s) +am+k—axy+am—(ax—1)kx. 


AA be À EN dE db Ets cad SU LH aa 


_ Si l’on détermine # par la condition 


am—(a—1)k=0, 


£ , sy Q (Booting ed ° 

tg on a formé une fonction y vérifiant l'équation 

a VASTE 

4 La détermination de # est possible dans le cas actuel, puisque, par 
4 hypothèse, « est supérieur à r. 

3 Nous avons supposé que l’on ne passait par aucun point racine de 
4 Y et de Y, ; ceci est toujours possible, le point x n'étant pas un point 
4 singulier essentiel; il reste à examiner ce qui arrive si l’on décrit un 
4 Be 

y; . _ - A ie J 

4 contour entourant le point x; laissons de côté la constante i ye 
4 que l’on peut obtenir en allant de a, et x, sans entourer le point +, et 
4 supposons que z partant de x, entoure l'origine. Soient cet c’ le con- 
4 


s 
;. 
3 
2 
= 
& 
¥ 
A 
E 
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tour primitif et le contour actuel; on a 


10 
—_ pie 
fre = fre+ [7 Y[pem] 


en posant s — æ = pe", 


27 5 iel® ad 27 5 te) do 27 pieï 
DES en. +f ae d9, 
0 


0 


étant une fonction holomorphe au point x, A étant le résidu de = LÉ 


I I j 
fe fye-+sira 


On a, d’autre part, c et c, étant les contours relatifs à z, 


i i0 40 I à 
“oie page : 
frs Y, ds, LA hs TA = fx dz + 2inaA; 


4 


vi 
on a done 


car le contour c, est formé de « contours fermés entourant le point x, 
en vertu de la relation 


a= ¢c(2—2@)*[1+ (s)]; 


chacun de ces contours étant décrit quand l'argument de z varie 
27 
de — 


La fonction F(z) admet le point æ comme point logarithmique, et 
l’on a encore la relation 
Ja By 


I est facile d’établir qu'il n’existe aucune fonction holomorphe ou 
méromorphe vérifiant l’équation 
SAN AC 


Si l'on suppose d’abord que cette fonction ne soit pas nulle et soit 
holomorphe, on doit avoir y,(x) = y(æ) ou « = 1; et on sait d’après le 
théorème général (Chap. 1) que cette fonction estalors une constante; 
si w est racine d’ordre #, y,(3) admet 2 comme racine d’ordre «k et 


VA 
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il ne peut yavoir identité entre y, et xy; il en est évidemment de même, 
si æ est pôle d’ordre &. 


Tutortme IV. — [existe une fonction satisfaisant à l'équation fonc- 
tionnelle 
Yi Y =!. 


Cette fonction est le quotient par loga du logarithme de la fonction 


qui satisfait à l'équation 


Jr 
Je désignerai dorénavant par 


A(z) la solution de Wie er) or, 
as 


D(z) » V1 — a Vs 
C(s) » Ji 27; 
c(z) » GA pe a 


Remarque. — Si Q(z) désigne une fonction périodique de période 
égale à l’unité, les solutions générales des équations précédentes sont 


A(z) QJ e(z)], 
D(z) &[e(s)], 
C(s) Qfe(s)], 
e(z) + 2[e(s)]. 


Exemple. — Prenons comme exemple le cas où la fonction 9(z) est 
égale à z*; le point limite est ici o et le cercle C, est de rayon 1. 

Les fonctions A(z) et D(z) sont égales à z; leur définition s’étend 
donc à tout le plan. 


; i TRE ne 
La fonction C(z) est [| - dz, sa transformée étant Hf —dz,; on 
Xo coed To g 


peut prendre æ, = 1 et la fonction Logs satisfait dans tout le plan à la 


relation 
Logz,= «Logsz. 


Enfin, dans cette même hypothèse, on a 


__ Log Logz 
A “Loge.” 
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9. Les fonctions C(z) etc(z) sont analogues aux fonctions B(s) et 
b(z) de M. Kœnigs; elles donnent, comme ces dernières, la solution de 
quelques équations particulières, au moyen desquelles on peut ré- 
soudre l’équation fonctionnelle d’ordre zn. 

Si nous remarquons que l’équation 


Y=PY> 


dans laquelle p(æ) est égal à l’unité, admet une solution holomorphe 
non nulle au point +, et que les résultats obtenus (Chap. II, n°° 3, 4) 
dépendent non de la forme des fonctions B(z), b(s), mais de la pro- 
priété qui a servi à leur définition, on en conclut'que ces résultats sont 
applicables au cas qui nous occupe; nous pouvons done écrire de suite 
les solutions des équations fonctionnelles suivantes : 


Premier exemple. — 1° L’équation y = py,, dans laquelle p(a)=a“ 
a pour solution le produit d’une fonction holomorphe non nulle au 
point æ par la fonction [C(z)]*. 

2° L’équation y, —y—u, u étant une fonction holomorphe au 
point +, admet une solution holomorphe en ce point si u(x) est nul. 

Cette équation admet une solution de la forme 


Ac(z) + f(z), 


(a) étant holomorphe et À une constante, lorsque u(x) est différent 
de zéro. 
3° L’équation y, — y = c"(z) a pour solution un polynome entier 
de degré n +1 en c(z), les coefficients de ce polynome étant des con- 
stantes. 
4° L’équation y, — y = u[c(z)|", dans laquelle uw est une fonction 
holomorphe au point x, admet une solution de la forme 


So(s)Le(s) |"! + fi (s)[e(s)]? ++ an(s), 
Sis ce, fax étant des fonctions holomorphes au point æ; f, étant une 
constante. 
ru : À : 
9° L’équation y, — y = [ey À étant une constante, a pour solu- 


FER or 
[C(s)}* 1— oF 
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6° Soit l'équation y, — y = Ca) u holomorphe au point æ. 


La méthode employée (Chap. JI, n° 5, 2) n’est plus applicable ici: 
nous verrons, d’ailleurs, que la solution ne renferme pas la fonction 
c(z) analogue à b(z). 


Posant y — TES il vient 
eae. Pa 
C(s) CC) CC) 
Rs, 
a 


Dérivons les deux membres de cette équation 


OLA. ee do 
TANT ge 


70 ; t dy à ° ° 
a, étant la transformée de = par la substitution |z, 9(z)|. Si l'on pose 
alors 
Ce 
a Dis) 


ou 
t,—t=—u'D(s), 


en tenant compte de la relation 


à: 


Le second membre de l’équation fonctionnelle en z est holomorphe 
dans le domaine du point x et est nul en ce point en même temps que 
la fonction D(z); il existe done une fonction holomorphe ¢ vérifiant 
l'équation (2, 2°). 

Cette fonction étant définie à une constante pres, on peut supposer 


bis 


qu’elle est nulle au point x; de telle sorte que le rapport is soit holo- 


morphe au point x; l'intégrale ¢ de ce rapport représente alors une 


à ii VE ES as 
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fonction holomorphe dans le domaine x. On en conclut que l'équation 
proposée admet comme solution le quotient par C(z) d’une fonction 
holomorphe. 


7° Equation y, — y = cay u holomorphe. 


Faisons la transformation y = (car 


4 Vv u 


[Clay [eee DEN 


Dérivons cette équation 


Te: Clue Laer 
"Rien de 


En prenant comme fonction inconnue la fonction £ définie par 


on trouve 


En opérant sur cette équation comme sur l’équation en ¢, on trouve 
dt _w 
ads al 


wy 


a (u'D)' D. 


En continuant ainsi, nous arriverons à une équation 
S:—S=(|[(w’D)'D]'D}’...) D, 


dont le second membre holomorphe est nul au point x, puisqu'il con- 
tient le facteur D(z). 

Si nous remontons successivement aux fonctions qui satisfont à des 
équations de la forme 


Are —f(4)=F(s)D, 


" 
i Set 


TA ee NE a à dé id Mey RRS SE PO Te Rene ee ey 
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nous aurons à prendre les intégrales de fonctions holomorphes au 
point x; une quelconque / de ces fonctions est donnée par la relation 


0e fe. 


Or, f+" (2) étant déterminée à une constante près, puisque c’est une 
intégrale, on peut supposer que f(x) —o, et alors le quotient 
JG) 

D(s) 

Nous arriveronsainsi finalement à une fonction holomorpheV, detelle 
sorte que l’équation fonctionnelle proposée a pour solution le quotient 
par [C(z)|* d’une fonction holomorphe au point x. 


8 y, — y — foram u étant une fonction holomorphe dans le do- 


sera holomorphe au point a. 


maine du point x. 
Appliquons la formule 


up = V(uAr) + V(eAuw) + V(AuAr) 


en remplaçant u par V qc DIE ete par c(z) 
u uc(s) u 
CV roca = pera + roe À Tear 
en tenant compte de l’identité 
c(4,)—c(4)=1 ou Vee) = 1. 


On tire de la relation précédente 
uc(z) u + u 
Proc = 007)" pecan — Vice ~ VTC 
pets eas of EC) ET Co), 
[Cia [e(a)yr , [C2 


f(s) et f(s) étant des fonctions holomorphes dans le domaine du 
point æ. 


Sey M — er u holomorphe. 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. Ocrosre 1894. 38 
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Appliquons la formule employée précédemment, en remplaçant u par 
Vigra ete par CO 
Ce(s)}" EN. DT = fe" (41) — OVER DT 
+ Ve" (2) Hea + Los 2 ce” (z)], 


UC’ DU : 
recast = LCV recaps — Pa VOTE — Pa recayye 


P,_, étant un polynome en c(z) à coefficients constants, et de degré 
N= 1 


J (5) 


est de la forme x f(s) étant une fonction holo- 


Viet) [C(s)]}* [C(s)] 
morphe. 
uc” 
[C(s) 
[C(s)|* d’un polynome de degré x — 1 en c(z) à coefficients holo- 
morphes, on a 


On voit done que, si l’on admet que V—— ae ) est le quotient par 


We ey LER ee 
(Cer (cay ICT 
Q,_, étant un polynome de degré n — 1 en c(z) à coefficients holo- 
morphes. 
L’équation a donc pour solution le quotient par [C(z)]* d’un poly- 
nome de degré n en c(z), à coefficients holomorphes. 


8 ——— — 


CHAPITRE V. 


1. Nous pouvons maintenant trouver la forme des solutions d’une 
équation fonctionnelle d'ordre x dans le voisinage d'un point à con- 
vergence régulière de la fonction de transformation, en supposant 
toujours que les coefficients p,, p, ne s’annulent pas au point +. 

Rappelons que, si l’on a la relation 


(1) Por) + par) +...+ p,(x) =0, 
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sans qu’il existe aucune relation de la forme (m entier, positif) 
(2) Po(x) + pi(x)[o' (x)]™+...=0, 


il existe une fonction holomorphe au point æ, non nulle en ce point, 
vérifiant 
Po(s)Y + pi(s)ri +... + pa(s)Yn= 0; 


) 


_cette fonction peut d’ailleurs se réduire à une constante (Chap. | 
ned). 

Dans le cas actuel, o’(a) étant nul, on sait qu’il n'existe: aucun 
nombre entier positif m tel que la relation (2) soit vérifiée; le premier 
membre de cette relation se réduit à p,(æ), que nous avons supposé 
différent de zéro. 


2. Considérons en même temps que l’équation fonctionnelle 


Po + PiVi +. + PrY¥n= 0, 
l'équation algébrique caractéristique 
Po(x) + pi(t)é + paw) lO... + pal w)i" =o. 
Soit a une racine de cette équation; posons a=", « étant l’expo- 
sant de la plus haute puissance du binome = — x, qui divise 9(s) — x. 


Si nous admettons l’existence d’une fonction y correspondant à 
cette racine, nous pouvons poser 


7 = Y[C(:)F, 
Y étant une fonction qui doit satisfaire à l’équation 
Po(s) Y[E(s)]*+ pi(z) Vi[O(21)]*+...=0, 
ou (Chap. III, Th. IH) 
Ota ote) Yt) Oe Xa) pp (a) o"*Y,] S90. 


L’équation en Y a ses coefficients holomorphes, les coefficients ex- 
trémes étant différents de zéro au point x; de plus, son équation ca- 
ractéristique admet la racine 1; on en conclut (Chap. I, n° 1) qu'il 
existe une fonction Y non nulle au point x et holomorphe, qui vérifie 
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l'équation; ceci établit l'existence de la fonction y, qui est le produit 
par [C(s)]‘ d’une fonction holomorphe. 

Ainsi, à toute racine simple correspond une solution; il n’y a pas 
lieu ici de considérer les groupes de racines; il reste simplement à 
examiner lecas des racines multiples de l'équation caractéristique ; nous 
suivrons la marche déjà adoptée pour le cas de +’ (x) Ao (Chap. II, n°2). 

Nous pouvons supposer que la racine multiple est la racine 1, la 
transformation qui précède permettant toujours de ramener a cette 
hypothèse l'hypothèse d’une racine quelconque. 

Soit Y la solution holomorphe non nulle, qui vérifie l'équation 


Poy + P1Y1T... FT PnYn— 0: 
Si nous faisons les transformations 
Ye th—t=u, 


on trouve (Chap. III, n° 2), pour déterminer la fonction u, l'équation 
fonctionnelle 


PoY'u+(poY + paYi)u +... + (po VY!’ +... + Pr Yn-s) Un-1 = 0, 


+ 


équation à coefficients holomorphes, dont les termes extrêmes ont 
des coefficients différents de zéro. 

L’équation caractéristique de cette équation admet la racinerà l’ordre 
m— 1, sila précédente avait la racine 1 de l’ordre m (Chap. III, n° 2). 

Nous voyons que l’on peut appliquer ici tous les raisonnements 
employés dans le Chapitre III; les équations que l’on aura à résoudre 
ne diffèrent de celles que l’on a employées que par le changement de 
b(z) en c(s); comme nous avons vu que ces équations s’intègrent de 
la même façon, nous pouvons étendre au cas actuel les résultats ob- 


tenus dans l'hypothèse 9’ (a) 0; nous énoncerons alors la proposition 
suivante : 


A une racine a‘ d'ordre m de l'équation caractéristique correspondent 
m solutions de l'équation fonctionnelle; ces solutions sont les produits de 
Y’[C(z)|* par des polynomes en c(z) à coefficients holomorphes; les de- 
grés de ces polynomes sont 0, 1, ..., m—1, et, dans chacun d "eux, le 
coefficient de la plus haute puissance de b(s) est constant; Y'(s) est une 
Jonction holomorphe, non nulle au point x. 
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Nous avons ainsi formé 7 solutions de l’équation fonctionnelle 
d'ordre n,' puisque l’équation caractéristique a n racines, dont au- 
cune n’est nulle, ni infinie; de telle sorte que l’on peut toujours 
mettre une quelconque de ces racines sous la forme a“; il reste à 
montrer comment de ces solutions on peut déduire la solution géné- 
rale de l’équation fonctionnelle. 


CHAPITRE VI. 


Apres avoir établi Pexistence de fonctions solutions d’une équation 
fonctionnelle, nous allons étudier les relations qui lient ces solutions; 
les résultats sont les mêmes, que l’on suppose 9’(x) nul ou non, et, 
de même que l’on a pu remarquer l’analogie entre la forme des solu- 
tions déjà trouvées et celle des solutions de l’équation différentielle 
linéaire et homogène, nous allons voir que cette analogie se poursuit, 
quand on associe différentes solutions. 


1. Stn fonctions y', y", ..., y sont telles que le déterminant 


I ! ! 4 
Va Ja Pa ce Vn-1 
PPT a: Jr 

; Rive 
(72) ) (2) 
DUB ONE my 


soit identiquement nul, il existe entre ces n fonctions une relation linéaire 
et homogène, dont les coefficients sont des fonctions périodiques, de pé- 
riode 1, des fonctions b(z) ou c(z), suivant que 9'(x) est différent de 
zéro ou est nul. 

Ce ‘déterminant étant nul, il existe des fonctions C’, ..., C( telles 


que l’on ait 
Cy! ies Cyt Bi sie COD yA} ==10% 


; Oy, 2 OGh 4.0.4 Cy” =o, 
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Dans ces relations, faisons la substitution |z, #(<)| et désignons 
par C® la valeur de C®[9(z)|; nous avons les nouvelles relations 


[1 


CaFas GO EE NS CR DA toes 
Giys +Ciyat... + OMY =o, 


al r Ww " 


i nag CO PRET ES NE Ci ya = 9, 


Cyn +O yn +--+ OP ye’ =o. 
Si nous comparons les n — 1 premieres équations de ce systeme aux 
n — 1 dernières équations du système précédent, nous voyons que les 
A ! " (A) 
valeurs C’, ..., GC” sont proportionnelles aux valeurs C;, C;, ..., C 
Lu $y Ss 


Ce OS Te 


a ee 
C2 = Ae). 
Les fonctions C’, C”, ..., C” sont done solutions de l'équation fonc- 


tionnelle 
S (21) =4(2)f (4). 


‘Si /(¢) est solution de cette équation, toute solution est le pro- 
duit de f(z) par une fonction périodique de période 1 de b(z) ou de 
c(z) suivant que l’on a 9’(x@) 40, ou 9’ (x) = 0. 

La relation trouvée peut alors s’écrire 


SG): + Q y! +. RE" Q,yt")] = 0, 


ce qui établit la proposition. 
La réciproque de ce théorème est évidente, les fonctions Q étant 
inaltérées par la substitution |z, o(s)|. 


2. Siy',y', ....¥” sont n solutions d’une équation d'ordre n entre 
lesquelles n’existe aucune relation de la forme indiquée dans le théo- 
reme précédent, nous dirons qu’elles constituent un système fonda- 
mental de solutions. 

Nous allons, relativement à un tel système, établir un théorème 
analogue au théorème de Liouville : 


Le déterminant d'ordre n formé avec les n solutions d’un système fon- 
damental d'une équation fonctionnelle d'ordre n salisfait à une équation 


7 ETUDE SUR LES éuarrons - FONCTIONNELLES. pene 


CE 
Uf du | premier à Ni holomorphes, non nuls au 


le ¢ éterminant | ; ah ore 


on + 


eS TV | iat NV eer awa on - 
re AN CONTRE PA 
gh : a “og , y™ A ee PGA! / put 
TE Doit Dre 
a ea Si l'on fait la substitution |z, 9(<)|, on trouve 
ie Le MDN bi Te 
Ca 


2 . Ua a” 

Dai te ee Sn 
a - re dub (n) 
—— i = SEN Si es Osh OMe a) 


ou, tenant compte de l’équation fonctionnelle, 


: ur ep Pn Ja Ba J'n-1 
dS ot di 
g = n n 


En tenant compte des colonnes identiques, on voit que ce détermi- 
nant se réduit à 


Pee a ia is) st oe. TS re 
a i ” ” A Po 
ne vee a ire dns 7 pr : =(—1) ÉD. 
. 14 5 
oe OS oes eats api 


- ‘Le déterminant D est donc solution de l'équation 


Bs ees, Di pn —(—1)"poD 


= Ce sera une fonction de la forme _ 
. [B(z)1*9 ou [C(:)1f0, 


k étant la somme des exposants des racines de l’équation caractéris- 
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tique; on voit, en effet, que la racine de l’équation caractéristique de 
l'équation 
PoD —(—1)"paDi = 0 
est 

Po(x) ; 
P°(&) 


CR 
c’est-à-dire le produit des racines de l'équation 
Po( xv) + pitæ)t+...+ pr(z)l =o. 


3. Sty’, y", ..., y" forment un système fondamental, toute solution 
de l’équation fonctionnelle sera de la forme 


Q y+ Qy? +...+Q2,y™, 


Q,...,Q, étant des fonctions périodiques de b(z) ou de c(z) de pe- 


riode 1. 


Soit, en effet, y+" une solution de cette équation; on a les identités 


Poy' + PV, +... PnYn —=0, 
Poy’ CE Piy Fi iE Pap, L=0, 
ears PEE eh ET Ber gos 
PIVOT PAY or Pn Na te Oe 
Poy) + p y TU +. : + pry —o 


Ces équations linéaires en py, ..., p, ont un système de solutions 
différentes de zéro ; le déterminant formé des coefficients de Vo 
Vn YO, oY, étant, par hypothèse, différent de zéro, ona 


4 y! ! , 

34 a HT Yn 
vill = " 1 
we sn eet nes Yn 

a(n) ln) (72) (72) 
ay Da pb he n—1 Yn 

(n+1 (n+1) (m+1) (m+1) 

if ) 1 Aires n— Yn 


Onen conclut la relation 


YO) S=Qy'+ Qa y" +... +R, y), 


”/ N 4 y | 
4. Tout système de solutions Y’, Y’,..., Y® est fondamental ou non, 


de a OR 
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suivant que le déterminant des coefficients Q est différent de zéro ou 
est nul. 


Ce théorème se démontre immédiatement en remarquant que le dé- 
terminant relatif au système Y est le produit du déterminant relatif au 
système y par le déterminant des coefficients Q. 


5. Les solutions trouvées précédemment (Chap. III et V) constituent un 
- système fondamental. 


Je supposerai o’(æ) Ao, la démonstration étant la même que & (x) 
soit nul ou non; si[9’(x)]|*, ..., [?(x)]" sont les racines de l’équa- 
tion caractéristique, une solution quelconque est de la forme 


B(2)#[ ut + u®)B(3) +...], 


wu), ... étant des fonctions holomorphes qui peuvent être nulles au 
point æ, à l’exception du coefficient de la plus haute puissance de 
b(z), si l’on suppose [9’(a)]* racine multiple ne faisant pas partie 
d’un groupe. 

Dans tous les cas, le déterminant formé avec les solutions et leurs 
transformées contiendra en facteur [B(z}]f*##+##, et sera de la 
forme 

[B(2)]**--**=[ Qo(s) + Q(z) BC) +. -], 
Q,, Q, étant des fonctions holomorphes au point x. 

La quantité entre crochets ne peut étre identiquement nulle que si 
l'on a (' 

Qo(z) = Q1(4) =... — 0. 

Pour établir que nous avons ici un système fondamental, il suffit de 
montrer que l’un des coefficients Q,(z) n’est pas nul identiquement, 
et, en particulier, pour z= 2; il sera alors différent de zéro dans un 
domaine du point x. A une racine [+ (x}]" d’ordre À de l’équation ca- 
ractéristique correspondent, si cette racine ne fait pas partie d’un 
groupe, A solutions de la forme 


y=S(s) =[B(z) Ff a + Wl Bs)... + WHO LO(s)FL, Zn, yy 


(1) Tannery, Annales de l’École Normale, p. 145; 1875. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. Ocrosre 1894. 39 
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les fonctions ut»), ..., ut, ..., u® ne s’annulant pas au point +, 
non plus que leurs transformées (Chap. III, n° 2). 
Les transformées de Ja solution écrite ici sont 


PO = (BS) Lo" (a) Af afr + wl bs) J] pot TAITUTOESS TES 
Cf Sal yp ner 
Les À lignes du déterminant Q,, qui proviennent de ces À solutions, 


sont constituées par les termes indépendants de b(z) dans ces solu- 
tions et leurs transformées; ce seront des lignes de la forme 


wh) wtO Lola) ulbYol(a)yPe ... wiP[ ele), 


en supprimant les facteurs B(z). 
Si l’on fait s = x, on remarque que l’on a 


Usd (0) = ur) ee 


Supprimant alors dans ces lignes les termes qui fourniraient des 
lignes identiques en développant les termes polynomes, on voit que, 
à un facteur uw u?>?)... près, on peut écrire 


u [o'(x)]* wee [o'(ax)] 7-04, 
o [9'(a)]* Les (nr —1)[o'(x)]} 4, 
le) [o'(æ)l# AY (n 1)" [ @!(ax)] 104, 


les facteurs négligés étant différents de zéro. 

Si la racine [9’(a)]* fait partie d’un groupe de racines et est mul- 
tiple d’ordre x, toute solution, ainsi que ses transformées, qui corres- 
pond à cette racine, est une somme de termes ayant en facteur [B(s)]* 
et d’autres termes ayant en facteur une puissance de B(z) d’exposant 
k +1, l'étant entier positif; de telle sorte que si, après avoir divisé 
chaque ligne par [B(z)[*, on fait 3: — x, les termes de la seconde 
partie disparaissent et il ne reste que des termes analogues à ceux 
que nous avons trouvés plus haut; ici encore, les coefficients des plus 
hautes puissances de b(z) ne s'accumulent pas pour s =a; nous 
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voyons alors que, sans s’occuper des groupes, si 
poner) [rea CCD 7, TO foe) |i = a; 


s , - fs ste 
sont les racines d'ordre X,, ..., À; de l'équation caractéristique, on a 


EG; a? CHA TA a de 
ay DO? Doe HS (n—1)art 
« oa 24: : (n —~—1)? a?! 
Q(z)=Alo a CRT COCO CET) ae: am 
Piet? a? CEE 
© a, 2-14, (nm —1)-t ant 


Ce déterminant, qui présente la plus grande analogie avec celui de 
Vandermonde, ne s’annule que si deux des quantités a;, a; sont égales, 
ce qui est contraire à l’hypothèse; d’autre part, A étant différent de 
zéro, on voit que Q,(x) n’est pas nul: c’est ce que nous voulions 
établir. 

Il est manifeste que tout ce qui vient d’étre dit subsiste, quand 
on suppose 9’(x2) = 0; il suffit de remplacer B(z) par C(z) et b(z) 


par c(z). 


6. Le procédé qui nous a permis de trouver les solutions qui cor- 
respondent à une racine multiple permet de ramener le problème à 
celui de la recherche d’une solution d’une équation fonctionnelle 
d’ordre moindre d’une unité; nous pouvons ainsi parvenir à une équa- 
tion du premier ordre; la difficulté du problème résidera alors dans 
la résolution d'équations de la forme 


ile oes 


L 


u étant une solution de l’équation obtenue en faisant disparaître de 
l'équation une solution connue; cette méthode est celle qui permet 
d’abaisser l’ordre d’une équation différentielle linéaire et homogène, 
connaissant une intégrale de cette équation ; supposons que l’on sache 
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résoudre toutes les équations (1), les solutions de l'équation fonction- 
nelle seront 
Y, YVu, YVuVe, 


Ce système de u solutions est un système fondamental. 
Supposons, en effet, qu’il existe une relation de la forme 
Qy + QyVu + Q"YVuVy +...=0 
ou | 
Q + Q'Vu + Q"VuVe +...=0. 


Faisons sur le premier membre l’opération A. 


Ona 
Q,— 2+ [Q, (Vu), — Q'Vu] +...=0. 


Q, ... étant fonctions périodiques de 6(=) ou c(z) de période 1, ona 


rea Vu ES 
Q'[(Vu) — (Vu)] + Q"[(VuVe),— (VuVe)] +...=09, 
Q'u + QuVe +...=0. 


On peut opérer sur cette relation comme sur la précédente et l’on 
arrivera facilement à Q” =o; les autres quantités Q devront alors 
être nulles, comme on le verrait en reprenant ces diverses relations 
en sens inverse. 

Le système considéré est donc fondamental. 


7. Nous avons trouvé plus haut un système dez fonctions correspon- 
dantes à une racine d'ordre z de l’équation caractéristique; ces fonc- 
tions sont des polynomes en b(z) ou en c(z }); il existe entre les coef- 
ficients des puissances de b(z) ou de c(s) des relations simples, qui 
feront ressortir davantage l’analogie avec les solutions d’une équation 
différentielle linéaire, homogène, dans le voisinage d’un point cri- 
tique. 

Supposons que la racine multiple ne fasse pas partie d’un groupe 
et supposons, pour simplifier, que la racine de l’équation caractéris- 
tique soit l'unité, le cas général se ramenant à celui-ci en introdui- 
sant le facteur [ B(s)]*. 


= SE VE | 
FE = 
— 
nr Et 
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Soient alors deux solutions 


Y+Y'b(z)+ Y'b(2)+...+ YU) [b(s)]}. 
DROITE (AN ET Es) JE 


Admettons que les coefficients y soient liés aux coefficients X par 
les relations, l'indice étant supérieur à 7 — 7, 


HO Ye), 
y re YG-0 Cr YO: 
erate YO ey YI es, YU), 


les coefficients « étant des constantes telles que le rapport de deux 
coefficients qui, dans deux lignes consécutives, ont méme rang, soit 
égal au rapport des indices du coefficient de la ligne supérieure; 
c’est-à-dire que l’on a 


CHATS US on J 2 D Nr A UE een 
Oj—j+2,i—j+1 DE uen Aj—j+2,i—j+2 Cp at 2 


ORNE on, Lim Jats . | 
Li j+3,i—j+2 one a 


On conclut d’abord de ces relations que, si deux coefficients ont même 
rang, leur rapport est égal au rapport inverse de leurs premiers 


indices : 


BG Eten cot ee 
pt  —j+i 
remarquons que tous les seconds coefficients ont même valeur. Ceci 
admis, nous allons montrer qu’il en est de même pour l’expression de 
y et que l’on a (7 étant inférieur à 7) 
WED xe da ND Ra psp YU) 
Dre CAPES IE LE YOO LE, + ay, à Y, 
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avec les relations A 
ÉTÉ om ms oe 
Ai—j+i,i -J Ord 
CARTES) LATE 


Li j+1, i—j+1 ed Past | 
iii _ §— J HI 
Ai—j,i—j+2 Us] Lure 


a, ;; étant arbitraire. 
Pour établir cette relation, écrivons que les fonctions 


Y+ Y'b(s)+...+ Y[6(z)], 
yy b(s) +... Fy b(s)]*" 


vérifient l’équation fonctionnelle 


0 =polY + Y'b(z)+...+ Y[b(s)]' 
+ pal Yi YiLb(s) +1] +...+ YP [b(s) +il) +... 
+ Pal Ya V),[6(s) +n] +...+ YP[b(s) +n} I, 


o=Ppoly +y'b(s) +e. + yl?) b(z)+1} am 
+ Pal ¥n+¥nLO(s) +2] See + YF) b(z) +n] |. 


Ces deux équations, dont les seconds membres sont des polynomes en 
b(z) à coefficients holomorphes, ne peuvent être vérifiées que si ces 
seconds membres sont identiquement nuls, ce qui nous donne les 
relations 


PoY® +p,Y +...+p,Y? =0, 
PoYU NE pypY nN +... pp YEN + Cp Y + ap, Yi +... + np, YÜ) =0, 
PONS + p, YEN +... +p, YE) 
+ Ci, (pr YEN ap VE +... + npaYi-") 
+ Cap YP +... + np, Y®)— 0, 


PoYU-D +... pp yi 
+ Cry, (pa YE MY + ap Ye, + np, Yi) 
+ Cy j42,2(pi VD +... + n2p, Vist) +, 
+ Cri, 3-1 (Pr YEN + n/-1p, VEN) + CP YO +... + np, Y®)— 0, 
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DEN at ite... + pryt | 
+ Ci, (Pa YEN +. np, Yi”) 
+ Cie ji, (pa VE OY +... + ip, No TD) ce, 
Æ Cia, pa VE +... rip VE") + Cy, jar (pi YO +... + nip, YO) =0, 


Relativement à y, on aurait les mêmes relations; écrivons seulement 
‘la relation 


Re ae EP ese pay 
Steen Psy, es apa") 
Se Ce yas (Pry +. c+ np, yt) +... 
a Cyr, AVIAIRE Se Rey ae) == à 
DOC IE cen pay?) — 0: 


Remplacons dans cette équation y", ..., yÜ-{+ par leurs valeurs en 
faisant des Y; nous aurons 


HO MES ESS Re 
GÉAET Ail, ee tAPrln ) 


Do eee (Pol, =Ee-. apa Ve 1) 


ate Cy y4431 


SCIE EE D (PiY® FR CEE Pt 


TE t-j+1 
COMPTE NOR) J la. ..+77p, YY J ) 


RER ane Crete aisle’ shoes e ame ie ner eus » à ee 
+ Ci_j42,2) + Gi j+s,i-j+x (Pr NÉE np, YO) 
4 ; ; a Om AS GF O6 10.0 ETS D TO CLG ee CMCC ORO 
4 + O49, 1 (piv? 2 +. ..-p np, YS’) 
3 a > SNe 4 oo db Ase 2 Oa Cont 2 OU Oa ONES hb OS oie ee srcis ete je + see 0 
+ a Cit, jai + O41, (Pi ve +... +niip, ye) = Oe 


Retranchons de cette équation les produits des premiers membres 
= des équations en Y par ie 


à Cris Ci-ju Ci; ert 
Ze ee ti oe Cu 
= Peis - -Ui- j+1,1 8,1 
y} 
De 
— 77 
Sf 
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. . : ge 
les termes facteurs de C,_;,,,, disparaissent; nous allons montrer qu'il 


en est de même des autres termes en Y. 
Le groupe qui renferme en facteur C;_;,44 est 


(i—j+k—-1) k (t—j+k-1) 
CIRE MEET UD Con Pyle ) 
7 +k) k (i--7+k) 
+ 0; 5+, i—j+k (Pr VY og tae PnY ) 
Ci j-k ke 
UNS 
+ di j+8,i( Pr YY? +...+ np, Y") 


On a retranché de ce groupe 


Ci j4141 x ; ii +k— 
= (i-j+k-1) k (t--J+"—-1) 
EE Qi jen y Gi—j+ks,8 (Pa VS? +... + 26 pr YE ) 


mj 
. a Oi jpriyi—jo Cire (Pa VE 0 +... + rk paYn +0) 
SP HE Pere eRe RE TE rr er ae ee 
=i coe i jr t,t ees Ce, (Pa YE : Pre ad ne 4) F 


Cette différence est identiquement nulle; pour le voir, il suffit de re- 


marquer que l’on a 


C;-; 
J-Fr1.1 ES 
Qi j+k,i—j+k—1 Oi-j+kk — CG, iii Ciao 
i-j,1 
ou 
Gi-pen Cr-jeux Gy  t—f+k 
t—jot 


Ai—j+ki—j+k—-1 Cyrksin Ci-j+ 


relation que nous avons supposée vraie. 
On a d’une façon générale 


Ci jis 


Cr Ci-j+4,r Da Ai—j+1,i—j+k'—k+1 Cp) 


i—j+k'—k+1,1 
(i—j+k!) k (i—j+k!) 
X (p,Y' host ne pa VESTED) 


Le coefficient peut s’écrire en supprimant des facteurs non nuls 


oa —j+1,1 i—j+k',k *i-j4+1.i-—j+k'— 
Ai j+kyt—j+k Grau (3 ant é J+A, JF", t—j+1.i—j+k a), 


i—j+k'—k+1,1 Cy j+K,k Ai j+k,i—j+k 


CE k x ge 
# 
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ou | 
re J +1 


i j+k,i—j+n’ Ci +88 [: als ict a 7 ay oer 
+ sete t—jyo+kh'—k+1 


< ia rook | GS y) ou nm. on ml ON | 
AlV(i—j+k'—k)! (7 +R) CRAN 


pee EK RE) NI) Rsener prb | 
WT Eos (7 Et) Qi j+ki—j+h 


dijerijer Ci-j+e,r |: 


D’après les hypothèses, on a 


Or ja jh ti—f+2- 

Oi -j+e,i—jth-ken CE —Jtk'—k+2 À 

{ent pe tf 8 

Qi-jrsi-jrn es E—Jth'—k+ FE 

ARTE TEE RO en Cas TE OUR ote os 

Ai —jth—-1,i-—jtk'—1 t =a. Sens 
Qjehijre 1j +k 


et, en multipliant, 


Di ji j +R (tf --.2)...(—7 +k) 
De | (af kh 2)... (i — 7 +h’) 


Le coefficient de (p, V7"? +...+ np, Yo") est donc nul, et l’on 
parvient ainsi à la relation suivante entre y‘ et les Y 


PO RP AN Ex, zg YO | 
a= Di Lyi? Ai—j,i-j—-1 nee”. Nie a ee | 
S10 6.010160 6 a DMD Glos ceo Ors UIE Oe To Pits al aha cae ayes. ete 
D chap, Vy | = 0, 


dans laquelle les coefficients « satisfont aux relations 


CHERE Nes Î— =f L mL Xi j,i—1 DT ek i 


M 


. 5 2 2 
Oe j41,1—/ aay à | ijt, +1 EI 


Si nous prenons comme inconnue la fonction 


yea) — Hf, i= j=1 VON, — Xj—ÿ,i—1 Yeu, 


nous voyons qu’elle satisfait à l’équation fonctionnelle proposée et, 
comme elle est holomorphe, elle est nécessairement égale au produit 
Ann. de l’Fe. Normale. 3° Série. Tome XI. — Ocromre 189. 4o 
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de la seule solution holomorphe Y par une constante arbitraire %,—;,:. 
Ainsi, nous arrivons à cette conclusion : 


Si l'équation caractéristique a une racine muluple d'ordre 1, les solu- 
tions sont des polynomes en b(z) de degrés 0,1,..., i — 1; les coefficients 
d'un polynome sont des fonctions linéaires a coefficients constants des 
coefficients du polynome précédent. 


Cela résulte de ce qui précède et de ce fait, que l’on vérifie immé- 
diatement, que la loi admise pour les coefficients est vérifiée dans le 
cas des polynomes de degrés o et 1, ainsi que pour les termes y’, y” 
de la fonction précédente. 

Seul le terme indépendant de (zs) ne dépend pas des coefficients 
des polynomes qui précèdent. 

On reconnait dans cette propriété un résultat analogue à celui qui 
est relatif aux fonctions qui correspondent à une racine multiple de 
l'équation fondamentale dans les équations différentielles linéaires. 

IL en est d’ailleurs de même si la racine 1 fait partie d’un groupe de 
racines; dans ce cas, en effet, nous savons que les solutions sont 
encore des polynomes en U(s), les coefficients étant holomorphes ou 
ayant au point æ un pôle; si nous nous reportons à ce qui précède, le 
raisonnement subsiste en rendant tous les coefficients holomorphes, 
c’est-à-dire en multipliant les équations en Y et y écrites plus haut 
par des puissances convenables de B(z). 

Ceci explique que le déterminant, formé avec les x solutions et 
leurs transformées, soit (2) de la forme 


[B(s)]*9, ou [ C(s)}*e. 


Les coefficients des termes D(z) ou c(z) sont nuls. 

Dans le cas d’une racine faisant partie d’un groupe, le coefficient 
de [ b(z)]‘ n'étant fonction linéaire que des coefficients de la solution 
précédente qui correspondent à [b(z)]='[b(z)|"..., nous retrouvons 
bien la forme étudiée plus haut. 

L'analyse précédente montre que les seules solutions de l’équation 
fonctionnelle qui atent la forme de polynomes en b(z) ou c(3) à coeffi- 
cients holomorphes ou méromorphes sont telles que les coefficients 
soient fonctions linéaires des coefficients des polynomes de degré 
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moindre, sauf pour les termes indépendants de 6(s) ou c(z); on en 
conclut que, si ces solutions sont 


ais 
foi Se. 0 (3), 


Jin is 6(5)+...+ fish (a), 


les f dont le second indice est supérieur à 1 s’expriment en fonctions 


linéaires à coefficients constants des f dont le second indice est 
l’unité. 

D'autre part, si f;., ...,/;,; sont déterminés, f;, est également par- 
faitement déterminé, à la fonction /,, pres. 

Soient, en effet, deux solutions 


Jia fi Os) +...+fii[b(z)]}", 
fis + Sis Oy... + filb(z)lt: 


leur différence est égale à f;, — f;,; c’est une fonction holomorphe, 
qui vérifie l'équation proposée; elle est donc égale à af, ,, « étant uné 
constante. 

Mais il y a lieu de remarquer que les fonctions f,, fs, ..., fi; ren- 
ferment des constantes non déterminées, ces constantes étant les 
coefficients de f;_,,,_, dans les expressions de f,., ..., f;;_, en fonc- 
tion des /;_. | 

II semblerait donc que les différentes solutions ne soient pas bien 
déterminées; cela tient à ce que la somme de ces solutions est égale- 


ment solution de l’équation; si l’on considère en effet une solution 
w= Fi + Fi:0(5)+...+ Fils), 


dans laquelle les constantes arbitraires &;,;, A;_,;, ..., %,; ont des va- 
leurs données, et si, d’autre part, on considère un système de solutions 
bien déterminées que nous désignerons par u,, ..., u;, la solution v; 
est nécessairement une combinaison linéaire à coefficients constants 
Heu, SU; ha 

Si l’on admet le théorème pour les solutions d’indice inférieur à 1, 
et si l’on remarque que l’on a F;;=@;;f,,1 = Af, À étant une con- 
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stante, on voit que 
Vie Au; 


est une solution de l’équation ne contenant plus b‘'(z), c’est-à-dire 
que v;— Au, est combinaison linéaire à coefficients constants de 
U,, «++, jy, Ce qui démontre le théorème. On vérifie d’ailleurs aisé- 
ment que l’on a 

Vs hi, LIU, 


9. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 


Toute solution ayant la forme d’un polynome en b(z ) ou c(z) à coef- 
ficients holomorphes ou méromorphes, et correspondant à une racine 1 ou 
à une racine du groupe dont 1 fait partie, est combinaison linéaire à 
coefficients des fonctions déterminées u,, Uz, ..., Uj. 


Soit, plus généralement, une solution relative à une racine [ 9’ (x) |* 
[B( 2) fiat fi, 20(2 )+...+fii[b(s)])“]. 


Faisons décrire à la variable un cercle autour du point 2; b(z) prend 
la valeur b(z) + & et la fonction devient 


[B(2 Jette fi + fio) b(s) + A] +...4 fil b(5) + kil. 


Elle satisfait encore à l’équation fonctionnelle et a la forme d’un 
polynome de degré z — 1 en b(z=) à coefficients holomorphes ou méro- 
morphes; c’est donc une combinaison linéaire de u,, ..., u;_,u;, le 
degré en b(z) étantz — 1. 

Si, d’ailleurs, on retranche e*T#4;, on trouve un polynome de degré 

— 2 en b(z), qui doit être une combinaison linéaire de w,, us, ..., u;_,: 
nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


Si[?'(æ)f# est racine multiple d'ordre X, ou fait partie d'un groupe 
comprenant À racines de l'équation caractéristique, «, étant le plus 
grand exposant, les À solutions correspondantes sont telles que l’on ait, 
Lu] désignant la valeur de |u| après un tour autour du point x, 


La lV = era, 


[ ey = ont + CT Wy, 


NETTETÉ RE wy Uy + CPB Uy. 
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Su les racines de l’équation caractéristique sont d'ordres À,, À, ...; Ain 
ou st elles se partagent en groupes comprenant À,, ..., Am racines, on 


formera h,+...+1,,=7n groupes de solutions jouissant de la propriété 
enoncee. 


Ce théorème subsiste, d’après la remarque faite plus haut) si l’on 
remplace u,, us, ..., Uy par des combinaisons linéaires de u,, ..., uy, 
ces combinaisons ne renfermant pas de fonctions d’indice inférieur à 
celui des fonctions qu’elles remplacent. 

Ce théorème permet de voir ce que devient une solution quelconque 
de l’équation fonctionnelle quand la variable tourne autour du point x; 
remarquons, d’ailleurs, que ce théorème suppose essentiellement 


(x) Ao. 


CHAPITRE VIL 


Appliquons les résultats obtenus dans la théorie générale au cas 
particulier des équations à coefficients constants. 


4. Soit 
PoY HPiyYir--- + PnYn—=O0 


une telle équation; si son équation caractéristique admet la racine 1, 
la solution holomorphe se réduit à une constante; le calcul de la dé- 


rivée donne 
À (pot Pig! A page) = 0 
dz 4 0 4 CCC wy . 


Les dérivées sont toutes nulles et l’on voit directement qu’une con- 


stante quelconque vérifie l'équation. 
Si cette racine 1 est multiple d’ordre A, les solutions sont 


k, b(s), Let... Lo 
Ecrivons, en effet, que 1 est racine d’ordre À de l'équation 


Pot Pit +p P+...+ pro, 


J ae 


in 4 Pl | qui doit admettre la racine a ace lord 


1 0"4000 l'équation | re UN ene 
: Prey ete 72 
dont Fe dérivée sera — 
Ny Pit 2 pat +...+ np, = 0. 


En répétant le même raisonnement, on voit que, si is proposée ad- 
met la racine 1 à l’ordre À, les équations 


Pit Sr... oe Pat, =; 
2Pal+...+ np,th=—o, 
gpl. nip,s*=0, 


Pit Horie. np t= 3 


; admettront cette racine, c’est-à-dire que l’on a les identités — AE 
, Pose Pi+...+ Pr—9; ’ ; 
* Pit 2pytesc: + apy, J 
A 7 
Pity Pate + Pr 5 


/ 


: Pi + 2X-1p: REA TEE =O. 


> 


Ceci posé, on vérifie que [b(z)]' où z est inférieur ? à A est solution de 
: l'équation fonctionnelle 


Pobi+pi(b+ 1) +.. RER ie 


les coefficients de 6’, b’-', ... sont 


Pot Pits. Pr 9, 
Ciy( Pit 2 Pa+...+2. pr) =0, 
Gi.2( Pit 2 Patis.+ n* py) =0, 


Ci Pit a! Det... Rip.) = OK 
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Dans le cas d’une racine ne faisant pas partie d’un groupe, on trouve 
des résultats identiques. - 

Supposons maintenant que l’équation caractéristique ait les racines 
[r' Co), Lo (x), ..., [e(æ)[**#, A ces racines correspondent 
les solutions holomorphes ou méromorphes 


[B(s)]*, [B(s)]#*%, ..., [B(s)]*+*. 


Nous avons donc ici un exemple dans lequel aux racines d’un 
groupe correspondent des solutions dans lesquelles les coefficients des 
puissances de b(z) sont nuls. 


2. Il est aisé de voir que c’est là un cas exceptionnel. 

Supposons, en effet, qu’il existe, pour une équation fonctionnelle, 
deux solutions 

[B(s)]*u et w, 
u et u’ étant des fonctions holomorphes, # un entier positif; l’équation 
caractéristique ayant la racine 1, on peut choisir arbitrairement la va- 
leur y, ; si l’on calcule les dérivées successives, on trouvera zéro pour 
: ‘dky ae ae AE 
le coefficient de (>) » le terme indépendant étant généralement 
= x 

different de zéro; la fonction ne peut done pas, en général, avoir au 
point æ une valeur non nulle; si l’on donne à y, la valeur zéro, on ob- 


tient la fonction [ B(z)]|*w et non la fonction w’. 
Ainsi, en général, il n’est pas possible de trouver deux fonctions 


holomorphes vérifiant l'équation. 
; : owt 2 - : d® y 
Toutefois, si le second membre de l’équation qui fournit (Fa) 


: dy 
est nul quelle que soit y,, nous pouvons prendre pour (SF). une 
valeur arbitraire et continuer le calcul des valeurs des dérivées au 


point x. 
Nous trouvons ici, pour définir la fonction, deux constantes arbi- 


traires; ceci s’explique aisément en remarguant que |’équation admet- 
tant les deux solutions holomorphes 


P(e) hie ev wu" 


admet la solution 
[B(s)]*u + u’, 
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oùu(æ)etu(æ) sont arbitraires; on peut encore vérifier ce fait en 
développant en série. 


3. Si l’on sait à l'avance qu’une équation fonctionnelle admet plu- 
sieurs solutions holomorphes ou méromorphes, on peut affirmer que 
les coefficients de cette équation doivent vérifier certaines relations. 

Considérons l’équation 


PY FPT: + PnYn—O; 


Por Pis ce. Pn étant constants, et supposons que les racines de l’équa- 
tion caractéristique soient 1, ®’(æ), ..., [9’(x)]*~*; l’équation admet 
alors les z solutions holomorphes 


1, Bis), -[Bts)}!, Bts) 


On en conclut que les seconds membres des équations qui donnent 
n—1 2, à x E . 
les valeurs (2) antes (a) doivent étre nuls identiquement. 
~/x æ x 


Ces seconds membres sont 


S Pyi\ (49:i\ [d'o: dyi\ (49: 
Dr ( G3) (GE) (Se) + Dr dz Bok OS Lis 


Ft 


En développant ces expressions, on trouve entre les quantités p et 
le nombre ¢’(a) des identités qui résultent simplement des identités 


Pot PaP*+ pap +... + prprk— 0. 


Je remarquerai simplement que, dans certains cas, nous aurons [à 
une méthode qui pourra donner naissance à des identités que l’on vé- 
rifierait difficilement par un calcul direct; j indiquerai, sans le déve- 
lopper, le cas de l’équation à coefficients constants dont toutes les 
solutions ne sont pas holomorphes. 
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4. On peut ramener la résolution de l'équation fonctionnelle 


PERD ee a cn | og ir = 0; 
dans laquelle 


Pia] (se), Pia; f(s), cor) Data Jen) 


dy, +++», &, sont constants, à celle d’une équation fonctionnelle à coeffi- 
cients constants. | 
Il suffit de poser Y — y f(s), 


WV ote CAVE ts Ch Vn 0. 
3. Si l’équation est à coefficients constants dans l'hypothèse 
HER 
les solutions fondamentales sont de la forme 
[C(s)}* [e(s)]*. 


6. Nous avons donné la solution générale de l’équation fonc- 
tionnelle, en supposant que son équation caractéristique n’avait pas 
de racine nulle ou de racine infinie. 

Je n’ai pu former de solution correspondant à une racine nulle ou 
à une racine infinie dans le cas général; il est toutefois un cas parti- 
culier dans lequel cette détermination est possible. 

Supposons que l'équation caractéristique ait une racine infinie, 
c’est-à-dire que p,(æ) = 0; posons 


HAE) 


f(s) étant une fonction solution de l’équation 


/ 


I 


AE Et 

Ÿ(z) n'étant pas nulle en x, l'équation fonctionnelle deviendra 
PoYf(s) + pi Vif (5) ++ Pa Yn f (Zn) = 0: 

Si, de plus, on a 


pi(s)=(4— 2)", 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Ocronre 1894. At 
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k; étant un entier positif, 4, = 4, = 0, on voit que l’équation caracté- 
ristique de I’ équation en Ÿ n’a plus de racine infinie; elle n’a 
d’ailleurs aucune racine nulle. 

Si, au lieu de la forme précédente, on avait 


pils) =(2— #2 rh, 


À, k, étant des entiers positifs ou étant nuls, on serait parvenu au même 
résultat en faisant la transformation 


y=Y[f(4)] 


Tout ceci suppose que +’ (x) n’est pas nul. 
Le problème est alors ramené à celui de la recherche de la fonc- 
tion f(z). 
Considérons la fonction 
b(s) 
[B(s)] * = f(s). 
Ona 


_ b(s\+1 _ b(s)+1 
F(41)=([B(z)] ? [g'(æ)] ? , 
b(s)+1 


fla: B (5) ae Se fa); 


b(z) étant égal a HER on à 


Log B (z) 


b(z)+1 2 


ee ei ere 
Lo Ca) [9 (2) L(x) erm 
1 Log B(s) 


=[9'(2)] Fe” etait: > [B(s )] ? 


me 


et l’on a 
f(a)=[9'(x)] *[B(s)}-'f (2): 


La fonetion /(s) ainsi définie est donc solution d'une équation de 
la forme indiquée. 


7. Supposons en second lieu que l’on ait g(a) =o, et que o(s) =a 
soit divisible par (s — a)*. 


Nous avons vu que, dans cette hypothèse, il existait une fonction 


La 
Vee et) 


rors 
‘Le fonction ) va ras sera alors solution de I’ équation 


Vi 


“As, bee oe bras 
a ET a (3 — æ)1y =, 


~ 


SS ae ee mai : 
cee ee) y eu, 

mos ae es $ = 
i eG IT ene i te ala Fe Da à) Ms a He 


i j a 
le coefficient de y*~' étant divisible par 


an— 1 
a oO ied etapa ca ae Re on xv) ai. 


: Sil’on fait alors la transformation déja indiquée pour l’équation fonc- 


ramener |’ équation fonctionnelle à la forme étudiée. Si l’on a 


A 
œi—1 


ps)= (sat 
_ A, étant un entier positif, nul pour: = 0 etz =n. 


9. Le cas de la racine nulle de l'équation caractéristique se traite- 
220 rait de la même façon; il suffirait de remplacer la fonction /(z) par Fay 


<= 


oneells d’ordren en prenant cette fonction y*—' pour f(z), on pourra — 


~ 
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Te 


… 
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LES. ENVELOPPES SOLIDES MINCES 
| | LES CLOCHES. =~ 


Par M. C. MALTÉZOS. 


CHAPITRE 1. 


Théorie des plaques planes minces. 


IL est nécessaire de faire une discussion succincte sur la théorie des 
plaques planes, car elle nous sera utile quand nous traiterons les en- 
veloppes minces. 

C'est Poisson qui a donné, le premier, la théorie de l'équilibre et du 
mouvement vibratoire des plaques planes, homogènes et isotropes, en 
admettant que les forces élastiques et les déformations sont dévelop- 
pables en séries convergentes suivant les puissances croissantes de la 
variable qui donne la distance d’un point quelconque de la plaque à la 
couche moyenne; en gardant donc les deux premiers termes au plus 

_ de ces développements, on arrive aux vraies équations indéfinies. 

De Saint-Venant a porté l’objection que cette manière de procéder 
n’est pas légitime, et que même elle est fausse quand on veut traiter 
le problème le plus général des plaques planes de contexture quel- 
conque. 

M. Basset (') dit que cette objection ne doit pas arrêter, parce que 
alors il faudrait former la même objection pour la plupart des investi- 


(1) Philosophical Transactions of the R. Soc. of London, Vol. CLXXXI, p. 435. 
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gations physiques. Et il est bien vrai qu’une quantité connue comme 
fonction de la position peut étre développée par la formule de Taylor, 
excepté le cas de discontinuité quand on passe d’un point a l’autre. 
Mais M. Boussinesq avait, par avance, répondu à cette justification de 
la méthode de Poisson, que, s’il est parfaitement permis de développer 
les fonctions autour de chaque point, dans une petite partie de leur 
champ total de variation, qui est ici l'épaisseur de la plaque, il n'en 
est généralement plus de même quand il s’agit de ce champ tout en- 
tier. 

Kirchhoff a proposé une autre méthode, qui consiste à admettre que 
chaque ligne droite, primitivement normale aux couches de la plaque, 
reste droite et normale sur ces couches après la déformation. Cela 
paraît suffisamment exact quand les plaques sont isotropes, ou encore 
quand les bases sont des plans de symétrie de contexture, mais elle 
est fausse quand la contexture de la plaque est quelconque. D'ailleurs, 
comme l’a montré M. Maurice Lévy, l'hypothèse de Kirchhoff est équi- 
valente à celle de Poisson. M. Gerhing a essayé, sur l'indication de 
Kirchhoff, de traiter sans aucune hypothèse douteuse le problème, en 
s'appuyant sur des considérations cinématiques, qui, d’après M. Bous- 
sinesq, manquent de rigueur ou auraient tout au moins besoin d’être 
complétées. 

Si l’on appelle les composantes des forces élastiques, exercées par 
unité de surface sur les éléments menés par un point (a, y, s) de la 
plaque, N,,N,, N;, T,, Ts, T,, et si la couche moyenne à l’état primi- 
tif, ou le plan tangent en ce point à la couche moyenne, apres la défor- 
mation, est pris pour plan des ay, et la normale à cette couche comme 
axe des 3, Poisson et Kirchhoff sont arrivés à poser séparément 


(1) Cle NEA No. 


Mais de Saint-Venant, objectant que les efforts tranchants T,, T, ont 
un rôle souvent indispensable à considérer, a jugé désirable de prendre 
comme point de départ de la théorie des hypotheses moins étroites 
que ces relations (1). Cela n'empêche d'ailleurs nullement de poser 
celles-ci en premiere approximation seulement. 

M. Boussinesq, de son côté, a donné en 1871 une théorie des plaques 
planes minces. Ces plaques sont formées de couches sensiblement 
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planes et parallèles, et dont la contexture constante ou assez lente-- 
ment variable d’un point à l’autre d’une même couche pourra changer 
rapidement, et même avec discontinuité, d’une couche à ses voisines. 
Sans aucune hypothèse douteuse, il démontre effectivement les rela- 


_tions (1) en première approximation. 


M. Boussinesq y est revenu dans un second Mémoire, paru en 1870. 
I conçoit alors la plaque divisée en tronçons sensiblement prisma- 
tiques, dont chacun, limité par la surface même du corps et par deux 
couples de plans parallèles menés à peu près normalement à cette sur- 
face, a ses trois dimensions comparables entre elles. Se basant sur la 
lenteur de la variation de l’état physique dans le sens de grandes 
dimensions de la plaque, et sur ce que les équations de l'équilibre du 
tronçon donnent alors N, tres petit devant (T,, T,) et T,, T, tres 
petits eux-mêmes devant N,, N,, T,, il peut poser, à une seconde 
approximation, | 

d(T,, T2) d?(N,, No, Ts) 


— 0 


(2) dr, dy) EE (dE, de dy; dy) 


En supposant la contexture du prisme symétrique par rapport au 
plan wy (ce qui rend N,, N,, N,, T, fonctions linéaires des quatre dé- 
formations correspondantes d,, d,, 0,, 92, et T,, T, fonctions linéaires 
des deux autres déformations g,., gyz), il trouve 


(3 Al 8x Syz) _ 5 CAGE, Oy, 08, Say) __ 
y NE aims (dat dz ay, dy") 


> 


et il arrive ainsi aux expressions 
N,=C(8 0x Bay + BY Sy) 
(4) N,=C(6, 0x + 6; Oy + Pi Say); 
T= C(y 02-707 KV" Lo) 


Il suppose la contexture telle que le coefficient positif d’élasticite C 
puisse seul varier d’un feuillet à l’autre, ou que les coefficients 6, 
8, ..., y’ soient indépendants de z; et il déduit finalement des der- 
nières relations (3), ainsi que de-ces formules (4), d’une part, les 
expressions, linéaires en s, de dx, oy, Be,» et, d’autre part, les for- 
mules des tractions exercées sur les sections normales de la plaque 
et celles des couples de flexion ou de torsion qu'elles éprouvent. 
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Conditions aux limites. — Les conditions au contour ont été trouvées 
par Poisson et Cauchy au nombre de trois pour la flexion. Elles décou- 
lent des équations définies de Pélasticité qui sont trois. 

Kirchhoff, en considérant l'expression du travail des forces élas- 
tiques, est arrivé à deux conditions aux limites, qui suffisent. I] était 
done nécessaire de parvenir aux mêmes conditions par la méthode 
directe, sous peine de donner raison à M. Gerhing, avançant que l’em- 
ploi de la méthode de Kirchhoff est indispensable dans la théorie de 
l'élasticité. C’est ce qu'ont fait M. Boussinesq d’une part, et Sir W. 
Thomson et Tait (*) de l’autre, en se basant, indépendamment l’un 
des autres, sur les mêmes considérations géométriques. 

Voici, en quelques mots, ce qu'a fait M. Boussinesq. Les plaques 
étant, par exemple, circulaires, sur chaque bande de longueur ds du 
cylindre contournant agissent les trois forces F, ds, F,ds, F, ds suivant 
la normale dn à la bande, suivant sa base ds et suivant sa hauteur, 
plus deux couples, M,ds normal à l'élément ds du contour et M, ds 
parallèle à la bande même, le troisième couple étant négligeable de 
l’ordre de ds?. Le couple M, ds peut être supposé composé de deux 
forces M,, — M, de sens contraires, appliquées le long de deux géné- 
ratrices qui passent par les extrémités de l'élément ds. Si l’on conçoit 
une série de bandes contiguës du cylindre contournant séparées par 
des génératrices infiniment voisines, les couples tels que — M, ds 


ee : dN : 
seront ainsi remplacés par deux forces — M, et M, + — qui auront 
as 


/ ; ne oA (See Fe 
une résultante égale à ee Finalement, on aura, par unité de lon- 
een Meth PER lie CR dM, k 
gueur, trois forces F,, F,, F,+ = et un couple M,. 


« Poisson, dit-il, ayant négligé de remplacer les couples parallèles 
au cylindre contournant par des forces dirigées suivant les généra- 
trices...., les a regardés comme représentant un mode d'action dis- 
tinet, exercé sur chaque bande, ce qui lui a donné une condition de 
trop. » 


(1) Treatise on natural Philosophy. 
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CHAPITRE IL. 


Historique des théories des enveloppes solides, minces, et comparaison 
de la grandeur des vibrations longitudinales et transversales. 


On rencontre quelques notions sur le mouvement vibratoire des 
enveloppes minces dans la Théorie mathématique de l'élasticité des corps 
solides de Lamé (1852). 

Lamé examine les enveloppes cylindriques et sphériques et le timbre 
hémisphérique. Il finit en ces termes: « On remarquera que les vibra- 
tions des timbres sont longitudinales, tandis que celles des cordes, 
lames, tiges sont transversales. » Cela veut dire que dans les timbres 
les vibrations longitudinales prédominent. Nous verrons dans la suite 
que cette assertion est plus que discutable. 

En 1874, Aron a appliqué la méthode de Gerhing, pour les plaques 
planes, à la question des enveloppes. M. A. Love dit que les chan- 
gements d’axes, quand on passe d’un point à à L'autre de la surface 
moyenne de I’ enveloppe, ne sont pas pris en considération dans les 
calculs; d’où il arrive que les résultats sont faux. 

En 1881, Lord Rayleigh, dans un Mémoire intitulé : On Be infinite- 
simal Bending of surfaces of revolution ('), a examiné brièvement la 
déformation d’une surface de révolution, en admettant qu’une ligne 
tracée sur cette surface a la même longueur avant et après la déforma- 
tion. C’est une hypothese non nn loin d’être évidente, mais 
fausse quand il s’agit des régions près des bords libres où l'extension 
est sensible. Lord Rayleigh, en y revenant, admet qu’une déformation 
quelconque entraine toujours l'extension sur les bases, mais qu'on 


_peut supposer la surface moyenne de la cloche (ou feuillet moyen) 


inextensible. | 
En 1882, Emile Mathieu a publié un Mémoire Sur le mouvement 
vibratoire des cloches (Journal de l’École Polytechnique). C’est la pre- 


(1) Proceedings of the London Math. Soc., Vol. XIIL. 
Ann. de VEc. Normale. 3° Série. Tome XI. NovemBre 1894. 42 
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mière théorie générale des cloches après celle d’Aron. Mathieu a fait 
les mêmes hypothèses que Poisson sur les plaques planes. Done, tout 
ce qui a été dit à propos de la théorie de Poisson sur les plaques 
planes est en vigueur dans le cas actuel. 

Les cloches de Mathieu ont une épaisseur variable, quand on s’a- 
vance du sommet vers le bord unique; elles sont de révolution, iso- 
tropes et homogènes. Comme il y a un potentiel, il applique, pour 
trouver les équations du mouvement vibratoire, la méthode de Kir- 
chhoff, c’est-à-dire qu’il cherche l'expression du travail des forces élas- 
tiques, et il la trouve de la forme 


— p(Ae + Bei). 


Mathieu dit que, quand une cloche vibre par les coups du battant, les 
vibrations tangentielles (longitudinales) sont, en général, du méme 
ordre de grandeur que les vibrations normales. Si donc on admet cela, 
on peut, comme a fait M. Mathieu, négliger le terme Be° devant le 
terme Ac. Nous reviendrons là-dessus dans la discussion de la théorie 
suivante de M. Love, car ce savant a répété la même chose et en a été 
vivement critiqué par Lord Rayleigh. 

M. A. Love a publié, en 1888, dans les Philosophical Transactions 
(vol. CLXXIX, p. 491-546), un Mémoire sur le même sujet (‘). Il y 
examine les enveloppes minces, homogènes, isotropes et d'épaisseur 
constante. La méthode dont il a fait usage est celle de Clebsch ou de 
Gerhing, et comme M. Boussinesq avait contesté les équations ciné- 
matiques de Gerhing, car on y avait négligé quelques dérivées et 
introduit d’autres du même ordre de grandeur que les négligées, 
M. Love a négligé toutes les autres dérivées du même ordre de 
grandeur. Il est ainsi arrivé pour les enveloppes à des équations 
incomplètes. Son travail est encore incomplet en ce qu’il ne tient pas 
compte, quand il passe de la surface moyenne à une couche voisine 
de l'enveloppe, de la variation de l'aire de l'élément de surface. Il 
arrive lui aussi, pour l’expression du travail, à la forme 


— p(A'e + B'es), 


(1) The small free vibrations and deformation of a thin elactw shell. 


* 
AY 
\ 
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e étant l’épaisseur de l’enveloppe. Et comme il lui paraît que le terme 
B'e est infiniment petit du troisième ordre par rapport au terme A’, 
il le néglige; ainsi il peut satisfaire aux conditions aux limites qui 
sont au nombre de quatre. Le coefficient A’ est fonction des quantités 
qui donnent l’extension de la surface moyenne, tandis que B’ est 
fonction non seulement de ces mémes quantités, mais encore des 
quantités qui donnent le changement de courbure. M. Love, comme 


Mathieu, admet que les fonctions qui représentent les changements 


de courbure et celles qui donnent |’extension sont du même ordre de 
grandeur. 

Cela entrainait une réponse de Lord Rayleigh, dans un Mémoire 
paru le 1° décembre de la même année (1888), sous le titre : On the 
bending and vibration of thinelastic shells, especially of cylindrical form. 
« Quand sur une feuille matérielle mince, dit l’auteur, agissent des 
pressions, la résistance qu’elle oppose à la flexion (bending) est très 
petite comparativement à celle qu’elle oppose à l'extension. Il est vrai 
que la flexion entraine une extension (sauf sur la couche moyenne), 
mais très petite, et par conséquent on peut, pour la facilité, prendre 
la lame comme tout à fait inextensible .» Plus loin, Lord Rayleigh 
s'exprime en ces termes: « A première vue, il paraitrait curieux com- 
ment, de deux termes qui entrent dans l’expression de l’énergie poten- 
tielle, l’un, proportionnel à &*, est celui qu'il faut conserver, tandis 
qu’on néglige l’autre, le proportionnel à <. La cause est la grande 
énergie potentielle qui accompagne l'extension. La grandeur compa- 
rative du coefficient est contre-balancée par la petitesse de l'extension, 
au carré de laquelle l'énergie est proportionnelle. » C'est très bien 
exposé; mais qu'on me permette de dire qu'il ne prouve pas encore 
que le terme Ac est négligeable devant le terme Be*. Cela peut seule- 
ment prouver que les deux termes sont du même ordre de grandeur. 
En effet, si la flexion est infiniment petite du premier ordre et l’exten- | 
sion du second, B sera de l’ordre de e? et A de l’ordre de <'; donc les 
deux termes de l'énergie potentielle seront de l’ordre de &5. Ou sil’ex- 
tension est infiniment petite du premier ordre, tandis que la flexion 
est finie, A sera de l’ordre de c?, et l’énergie sera proportionnelle à &*. 
Cette discussion a lieu pour les parties éloignées du bord libre, car 
tout près de celui-ci les vibrations longitudinales peuvent devenir 


ae 
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comparables aux vibrations transversales; mais elle ne nous a pas 
encore permis de choisir entre Ac et Be* le terme qu'il faut négliger. 
Pour pouvoir décider, il fallait recourir à l'expérience. Et d'abord la 
longue durée de la persistance du son des cloches et enveloppes en 
général nous apprend, sans aucune autre expérience, que les plus im- 
portantes des vibrations sont les transversales. Mais on peut faire des 
expériences sur diverses cloches. En voici deux (') : versons dans un 
verre une quantité d’un liquide quelconque, et faisons vibrer le verre 
par un coup d’archet ou de battant; on voit alors des gouttelettes se 
précipitant hors de la masse liquide; cette précipitation des goutte- 
lettes, qui était connue de Lamé lui-même, est due aux vibrations nor- 
males à la surface de la cloche, ou quasi normales. La surface liquide 
sera divisée en quatre parties en mouvement, que sépare un espace en 
croix presque en repos, quand le son rendu par le verre est le son fon- 
damental. 


Voici une seconde expérience. Tapissons la face intérieure du verre 
avec du sable fin et donnons un coup d’archet ou de battant; alors on 
voit les particules sablonneuses qui étaient massées à la partie infé- 
rieure sauter presque verticalement, ce qui montre que les particules 
de la surface vibrent normalement. 

De toute cette discussion résulte que les vibrations longitudinales 
des enveloppes sont tres petites devant les transversales; mais il n’en 
résulte pas que le terme Ae soit négligeable devant Be*. Il est très 
probable qu'il en est ainsi la plupart du temps; mais cela n’empéche 
pas qu'il pourrait exister des cas où le terme Ac est comparable à Be’, 
et d’autres encore où Be* est négligeable devant Ae (?). 

Pour ces raisons, dans les calculs que je ferai plus loin, je considère 
Ac comparable à Be? et je conserve, par conséquent, les deux termes. 
Et si, dans les applications, l'extension est du même ordre de grandeur 


(') Exécutées par l'éminent savant M. Cornu et moi; elles ont révélé un autre fait tres 
important, le déplacement des lignes nodales, que je diseute au Chapitre relatif aux batte- 
ments des cloches. Ces expériences sont très connues, mais je les décris à cause du dé- 
placement des lignes nodales. 

(?) Par exemple, si : augmente, tout en restant petit (pour que la théorie y soit appli- 


cable), la résistance à la flexion va en augmentant et il peut arriver que pour une épaisseur 
convenable Az soit comparable à Be’. 


—— a ew.” 4 OT : … 


“he “ 
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que la flexion, on négligera les termes multipliés par e° et on aura des 
équations plus simples qui seront appelées équations extensionnelles. 
Revenons maintenant, pour en finir, à l'historique des théories des 
enveloppes minces. | 
En 1890, M. A. Basset a fait paraître dans les Philosophical Transac- 
tions (Vol. CLXXXI) un Mémoire sous le titre : On the extension and 
flexure of cylindrical and spherical thin elastic shells. Comme on voit, il 


n'a traité que la sphère et le cylindre de révolution. En appelant ¢’ la 


distance d’un point de l'enveloppe à la surface moyenne, et s'appuyant 
sur ce qu'on peut toujours exprimer une fonction de e’ par la formule 
de Taylor, il trouve 


: A. , 
Nj A+ Aye + 2e", 


Pour déterminer les coefficients A, A,, Ay, il fait l'hypothèse sui- 
vante : « Quand les faces de l’enveloppe n’obéissent pas à des forces 
superficielles, c’est-à-dire à des pressions ou des tractions, N°, T!, T,, 
dans l’intervalle où elles dépendent de « et ¢’, sont capables de s’ex- 


primer par la forme u, + u,+u,+...+u,+... (u, étant une fonc- 


tion homogène et de degré 2 par rapport à e et e’). » C’est donc 
l’hypothèse de Poisson modifiée. 

Le travail de M. Basset a un grand mérite. C’est lui qui le premier a 
introduit dans le calcul la notion de la variation de l’aire de l'élément 
de surface, quand on passe de la surface moyenne à une autre. 

Peu de temps après, M. le professeur Lamb a publié un Mémoire 
intitulé : On the deformation of an elastic shell ('). Je citerai à sa place 
le dernier travail de M. Love, qui est le plus complet fait jusqu'à pré- 
sent sur les enveloppes, et qui résume celui du professeur Lamb et de 
M. Basset. M. Love, il y a quelques mois, a publié un 7raité de théorie 
mathématique de l’élasticüé (?), dont les Chapitres XXI et XXII du 
Volume II sont consacrés à la théorie générale des enveloppes minces 
et à ses applications. La méthode suivie est la Cinématique (Gerhing) 
et les enveloppes traitées sont zsotropes, homogènes et d'épaisseur con- 
stante. 


(1) London Math. Soc. Proc., Vol. XXI; 1890. 
(2) A Treatise on the mathematical theory of elasticity ; 1893. 
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On voit, par tout ce qui précède, que le problème des enveloppes 
quelconques d'épaisseur variable n’a pas été touché. Il est vrai que 
Mathieu en a fait la théorie pour les cloches de révolution, mais encore 
les équations qu’il a posées sont les extensionnelles. D'ailleurs la 
seule de ces théories qui n’est pas basée sur une hypothèse douteuse 
est la Cinématique, par laquelle n’a été examiné que le cas de l’enve- 
loppe d'épaisseur constante, homogène et isotrope. 

Dans ce travail, nous avons voulu donner la théorie des enveloppes 
solides, minces sans hypothèse douteuse, et nous sommes guidé à 
cela par la théorie pour les plaques planes de M. Boussinesq. 

Nous traitons le problème le plus général possible des enveloppes 
solides minces, d'épaisseur variable d’une manière continue d’un 
point à l’autre. Nos enveloppes se constitueront d’une infinité d’enve- 
loppes couches, dont la moyenne à laquelle tout sera rapporté s’appel- 
lera la couche moyenne; chaque couche sera homogène, mais la densité 
_variera continiment d’une couche à la couche contiguë. 

Des équations générales auxquelles nous parviendrons, on pourra 
aisément tirer les équations pour les enveloppes homogènes, isotropes, 
d'épaisseur variable ou constante. 


CHAPITRE IL. 


Equations générales d’élasticité en coordonnées curvilignes. 
Cas particuliers des enveloppes solides. 


Avant d'exposer la théorie de l’équilibre élastique et du mouvement 
vibratoire des enveloppes, il nous faut trouver les équations générales 
de | élasticité en coordonnées curvilignes qui, pour la première fois, 
ont été données par Lamé ('). Nous pourrions les poser comme con- 


(1) Sur les surfaces isostatiques dans les corps solides homogènes en équilibre d’élasti- 
cité (Journal de Liouville, t. VI; 1841). 
Lamé admettait l'hypothèse de Poisson et posait À = p =<; c’est ce qu'il appelait le 


* 
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nues, mais il faut les trouver, d’ailleurs tres brièvement, par la mé- 
thode analytique en suivant une autre marche que celle de Lamé, car 
les formules que nous rencontrerons nous seront ailleurs néces- 
saires. Après, nous supposerons l’origine mobile sur la surface 


_ moyenne de l’enveloppe et nous formerons ainsi les équations géné- 


rales spéciales au cas de l’enveloppe, non connues, je pense, en toute 
leur généralité. 


Notions des coordonnées curvilignes, etc. — Considérons un triple système 
de surfaces orthogonales et soient 


(1) (er 2) =, fil 2,752) = 1, fala, y, 2) = pa 


les équations de ces surfaces, p, p1, p2 désignant des paramètres variables. 
Tout point de l’espace défini par les coordonnées x, y, 3 peut être aussi 
défini par p, p1, p2 qui s'appellent ses coordonnées curvilignes. Soient s l’arc 
suivant lequel se coupent deux surfaces p,, p,; de même, s, l’arc d’intersec- 
tion de deux surfaces p, p2, enfin s, celui d’interseclion de deux surfaces p, pi 
qui passent par un point de l'espace P, 


En posant 
de \2 I Cio Sr ae! ~~ me) = Li 
ea a) a |) = ay 
ona 
d d do: 
(3) ds = = dg, dsy = Ft = Th dor, dsy= FT? = Ha des; 


et, si 7,, désigne Je rayon de courbure principale de la surface p, suivant l'arc 
sx (où & et 7 sont deux des nombres o, 1, 2 pris inégaux), on trouve 


I hy dhy 1 dU} 1 dhr L. I dHx 


Le rayon de courbure est dirigé dans le sens où p et s augmentent. 


coefficient d’élasticité, tandis qu’on désigne maintenant par ce nom l'expression 


E — oe 2) 
ot 


p. mesure l’élasticité de forme et on le désigne par le nom de coefficient de rigidité; el À 
mesure la résistance au changement de volume et prend le nom de coefficient de fluidité. 
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 Menons maintenant par le point P les tangentes Pz’, Py’, Ps’ aux courbes 
5, 51) S2, et prenons-les pour nouveaux axes de coordonnées rectilignes. Alors 
les forces élastiques, dilatations et glissements, suivant ces axes, seront 
accentuées. : 
On a les relations connues 


NS WU Og D dy + c' dy+e' rs SA Saiz k S2'y's 


sn) 


(5) 


Ty = du + Udy + COs + es gyz + sas + hsgæy (1). 


Les coefficients qui y entrent sont variables d’un point à l’autre quand le 
corps est hétérogène. Dans le cas d’un corps isotrope, ces coefficients se ré- 
duisent à deux, A et p. En effet, on a alors 


(6) CA 
et les autres coefficients sont nuls. 


En désignant par R, R,, R, les projections sur les axes 2’, y’, 3’ du dépla- 
cement du point P, qui résulte de la déformation, on aura les formules 


ue LR Mi 
EP Ae Al TS Pan 
dy’ dR: PR; R 
Oe ae es eee 
(7) = dy' ds, 12 10° 
ree da a dR, R Ri 
am dz' «3 dss a rae = Pi 
el 
du pa aR Ri du' _ dh Ro 
dy" ds; Tio : dz' 55 dsz a : 
do dh R do' dR ie 
8 PS NS see ree Fit es 
( ) dz’ ds a To. j dz' Fa ds, a. lai . 
dw" os dR R da’ dRy Ry 
dz ds Peek dy ds Piss 
avec 
RENE du do’ dv’ dw’ div' du 
(9) oT'y dy" aye Sy as dy ’ pet at ts ps pepe 


1 str ane . AS ee : 
(1) De ces trente-six coefficients, les vingt et un sont distincts, et l’on a 


b= ay, C= ae, C= Gs, f=4«, k = &, 
C1 = ba, ei = bs, fi = by, ki = bs, C2 = 63, 
f= a, ka = C5, f= Cry kg = es, ky= fs. 
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_ airs indéfinies d ‘équilibre d’élasticité en coordonnées curpilignes. — 
Elles sont, en coordonnées rectilignes, 


. aN, + dT; Le dT» " 
a dai? dy * ae + DA = 0, 


a ‘ dT, dN, dy, fs 
OCTO) - ; zi 2, $ = ; 
Pe, ( ) es a re + DB = 0, 


AT; = ay, dN3 


7 Got ae Oo 


Pour les transformer en coordonnées curvilignes, ona 


- d oe d doy d dos 
T do dx dp, dx * do, dr’ 


oe formule qui, par les relations concentrées, 


MCE. 7.2K. es d(x, 7,3) — Cu, Ba, vi), Re ee (22, Ba, V2), 


devient la première des suivantes 


d 


UD Zara) 


d d dam 
= (4, B, yA de + (ais Bi, Yi) di + (a, Ba, ha : 

Les quantités (a, 8, y), (%1, Bis 71), (ot, Ba, 72) sont les cosinus des angles 
que font les axes mobiles x’, y’, 3! Nes aux arcs S, 5, ) avec les axes 
. fixes x, y, 2. 

Si les projections des forces extérieures sur les axes de +’, y', 3’ sont F, F;, 


F,, on aura ~ 
F A=aF+auF;+ «Fo, 


(ae | : B= BF+ 8,Fi+ PP, 
: = E+yili+ y2Fr. 


Les composantes N, T seront exprimées en fonctions de nouvelles N’, T’ par 
les formules de transformation 


M in IN a3 N° Aa cu. ul 
N: = 62N; + 6? Nb + B3N5 + 288,T,+ 288,T,+ 28,8274, 
Ns = y2Nq + Y7No+ ENS + 2 Ts + 277272 + 2717271, 


En multipliant les équations (10) respectivement par a, 5, y et les ajoutant, 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. Ocronre 1894. 43 


: Ta by NG Bi yi Ne + B2y2N3 +4Byi +817) Ts + (Bye + Bey)T2 + (Br ve + B2y1)T 1, 
T2 = ay Ni + ay No + a2 72g + (ays + ary) TS + (aya + y) Te + (arya + aay) Th, 
Ts = af Ni + a Bi No + a2 Ba N°3 + (abri + mB)T, + (482 + 28) Ts + (ou Ba + 22 P1)T. 


eT an? 


> 
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et en tenant compte des relations (11), (12) et (13) et des formules bien 
connues 

a+ B24 y2?=1, =n 

aus + BB + yy1= 0, MS 


(13 bis) 


on arrive à l'équation suivante 


dN’ ays xt da, dp, au) AE da as seg Y2 
do hn ie D da — M [u(e dei Pa RATES iz 
Jat dy : da ap dy 
— Nil: (a En DE +ngi) — Nghe (27 ea +g, 
ap. d da dé st) 
ens [un(e os di Arr ARE da Bis dos Sik dos 


d d d dy, \" 
—T; [> h(a eee aa D) +h (age + 8, SP + Yo 2) 


da da d 2 dys es 
Pa [> (a: % peas : ae z) cee (2 aed D Ex oe gash ttre 


Nous avons un systéme triplorthogonal de surfaces qui se rencontrent en P. 
Donnons au paramètre p un accroissement dp; alors la courbe Ps, viendra en 
P's; supposons que les deux tangentes Py’, P'y", qui sont normales à la 
surface p, aux points P et P’, se rencontrent en un point O. La différence 
entre OP et OP’, est infiniment petite d’ordre supérieur à 1. Projetons les trois 
côtés du triangle ainsi obtenu POP’ sur l’axe des x, et écrivons leur somme 
égale à zéro. On aura ainsi 


(15) (t1— 2 )ro1 — ads = 0; 


or 


a, = a+ D dr; 


donc la relation (15) devient : 


da, 
ads +ruy —ds =0 


ds 
ou la premiére des suivantes 
f da, dB, dy, 
I A=—"7 pere =—) — i le A un. 
(16) UT? 8 La re Y Le ee 


et d’autres analogues. 

Pour dire la relation (15), nous avons admis que les deux perpendicu- 
laires Py’, P'y" à la surface p, se rencontrent en un point O. Pour le démon- 
trer, On sait que, dans un système triplorthogonal, les intersections d’une 


surface d'un quelconque des trois systèmes par les surfaces de deux autres 


sont les lignes de courbure de cette surface. 


Pen, a (2. +) x ( 
P ' : 
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Or les perpendiculaires élevées des points de chaque ligne de arbre 
d’une surface constituent une surface développable. Donc les deux perpendi- 
culaires se rencontrent en un point. 

Il y a exception quand l’arête de rebroussement est rejetée à l'infini, c’est- 
a-dire quand la surface développable est cylindrique. Dans ce cas a ne 
aa 1 da LS 
varie pas d’une normale à l’autre et =a = 0; d’autre part, pour que cela ar- 
rive, il faut ou que la lignes soit une ligne droite et alors r,,—, ou que cette 
ligne s n’est pas droite et alors la surface e, doit être un plan, et dans ce cas 


“encore 75, — ©; donc, dans les deux cas, l'équation (15) ou les relations (16) 


sont satisfaites identiquement. =a 
Les relations (16) nous donnent 


jp d( a1, Br, Y1) are a, B, de h A( de, Bo, Y2) oe a, B, jf 
: ao Po. ‘ do Sai ro2 
(17) eee 8, ie) Eu 1, Bi, M1, Bo, v2) Pa LA, 8, V1, 
5 dpi Tio doy T2 
ho d(a, By) 57) te do, Bo, F2, hy do, Bi, HE LE Bo, Ne : 
DT - F209 dos P24 


D’autre part, une des relations (13 bés) nous donne 


‘ da, da; Dit A 
et, en y substituant les valeurs deh GE ; ze > on a la première des sui- 
~ vantes : 
= y d(a, B, y) Rat Bis 1 a Ba, 2, 
P ro1 Toz 
r ig ee Bis Ya) _ a, B>, 2 a, B, A 
aoe ee se eH 
Co af dpi T2 710 
d pees Ba, Ya), a, B, a eae sind a1, Bu, ee 
4 he de» P20 Te1 


En substituant ces valeurs à 
vantes 


l'équation (14), on trouve la première des sui- 


oo ~)T4 DF = 0, 
710 720 


dp» 


aT’ dN’, aT’, A Ee ee oe mi =) T (2+ ~~) ives 
4 | (ro) rs Fe dpi LE do» ag ror \ Pot a rat Rae rat roe <3 rape Tay T2 me 
“#4 aT; D EN ANS De À me jm (ie 2 )T+DF ae 
a Gs dp nee. dei nr ae ae rie ro2 si P12 Ns ro1 BF rea] * oie Up : 
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qui sont les équations d’équilibre d’élasticité en coordonnées curvilignes. Les 
équations du mouvement vibratoire s’obtiennent de ces équations en rempla- 
cant DF, DF,, DF, par 


MR aR, MR; 
Da RM APE 
Cas d’une enveloppe solide mince. — Les équations (19) impliquent 


que l’origine mobile des coordonnées peut se mouvoir dans tout le 
volume du corps. 

Soit maintenant, comme corps solide, une enveloppe mince, con- 
stituée par des feuillets appartenant à la famille des surfaces p,; les 
deux faces seront données par les équations 


pa=—"n, pen" avec n'+n—2n, 


n, 7, 7 étant des constantes, et supposons que l’origine ne puisse pas 
sortir de la surface moyenne. Pour cette surface (2, — 0), les deux 
lignes de courbure sont désignées par s° et s°, et A et A, se réduisent 
à A° et A’. Si nous choisissons l'enveloppe telle que chaque point du 
feuillet moyen se trouve à égale distance (en arc s,) de deux faces de 
l'enveloppe et si les feuillets, qui remplissent l’espace entre chaque 
face et la surface moyenne ainsi définie, sont disposés de façon que, 
quand on passe de l’un à l’autre, p, change uniformément, alors 
do, 
ds 
celui de la matière homogène). Les courbures de la surface moyenne 
et de deux autres surfaces qui passent perpendiculairement à l’un de 
ses points, pris au point même, seront désignées par a, ('). 

Prenons maintenant le point P sur la surface moyenne et construi- 
sons-y un parallélépipede curviligne de base (ds°, ds’) et de hauteur s, 


=h, sera indépendant de p, (comme cas particulier on peut citer 


(1) On ne peut pas toujours trouver deux systèmes (p et p1) de surfaces orthogonaux 
entre eux et au système p2. Mais alors on peut tracer les lignes de courbure s° et s? sur 
la surface moyenne et mener les normales à cette surface qui, vu la petitesse du champ 
d'existence de ces surfaces, peuvent être censées normales à ces surfaces; alors les axes 
seront les deux tangentes aux ares so et s} (x, y’) et la petite normale (z'). Quand l'épais- 
seur n'est pas trop faible, on peut préférer une autre manière de procéder. On tracera les 
lignes de courbure s et s, et les trajectoires orthogonales des surfaces e2; les tangentes 
en chaque point à ces trois lignes seront les axes (x', y’, z'). 
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(qui est très petite). Du point Q menons l’are parallèle à PP’ et du 
point P’ l’arc parallèle à PQ; on aura 
Q0%— PP=Q0'— ON = M0’ 
a un infiniment petit d'ordre supérieur. 


Or les triangles curvilignes M’P’Q’ et HP’M sont semblables, comme 
rectangles en Q’ et M, et l’on a 


M'Q' a PQ! P/Q’ 


MH” PM” PQ’ 
d’où 
P'Q' 
ds, — ds = MH Fo 


En menant les cordes QP et MP’ (fig. 1), dont les différences avec 


les arcs correspondants sont des infiniment petits du troisième ordre 
par rapport à l'arc, on trouve 


P/Q’ 


MH = — ds? s, dis et de méme PO =I — Az, ds. 
Donc, finalement, 
(20) ds, == ds! (L— @12582), 
et, de méme, 
Kam) ds = ds*(1— G52). 


eg ak ny à; 

dE ee oe ee 
- FR Je i done on me 
7 petites ds dss, ds, « 
: | ue les forces sui 
Nu Vaxe de y’ par (rea, 


he . ra e ¢ LE : ae . 
Les équations ainsi obtenues, multi] 
: PRE _ sont 


Ms jas. Nira) dev aa aoe ie) . Le 


a me i d 
ak dE 
“3 + : me eye (a+ &20) Ni (1 — 282) + ayoN} ee ao Se) 
Far 1 + @2oN3 — Go Th (I — a1252) 
Je KR — (412+ Go) To — ao T3(1— Gi2s2) . 
ë 4 —(a@i+ an) Ts (1— 0282) DF | dex, =— Ty ho, 
oe PP : / e - : 
+ ” d Ps , 4 d ne d ; À + 
, af T's (1 — aia 82) dés + pies 2 (1— o252) dpe ‘ 
—" “ 
Ps ; = (22) +f Lau ee eae a, (1 — 252) 
+ 21 N3 — (@jo+ a) TG — aa) ; 
a] — Mo T3(1— A252) — ay2T4(1 — ao252) À 
. — (&o2 + 2) Ti + DFi] dos = —T he, 
Pa d : É : 
af Tati 52) dog + =~ ds. LT ans) do 
5) _ É | 
4 + (2 i [ a2 Ni (1 — paren + aio NS (t — 0252) 7 à È 
—"\) £ 
— (2+ a2)N3— a Ty — (au + G1) Ti(1 — S22) : 
d | - — (@o+ Ao) Ta (1 — 1952) — 420 Te + DF | dps=—Nihe. 
, ; d ; 3 RL 
4 Si l’on intègre la formule ds, — Fe depuis ps — 0 à ps, comme h, est indé- 
z ee pendant de p;, on aura 
£ (23) 3 


Sal ie 
w | w 
LA 


qu’ ‘il faut introduire dans les équations (22). Les courbures qui y entrent ne 
s peuvent pas devenir infinies; d'autre part, les dérivées en s° et s? des Ni, Ni, 

: T, et les termes DF, DF,, DF, sont du même ordre de srandenr que Ni, Nj, 
T;, tandis que les dérivées de T!, T, sont comparables à T!, T!. D'où il 


+ 
_ résulte que, vu la petitesse des TA de lintégration, T,, T,, Ny sont très 


RO 
Se 
ee alae 
Led | LE» 2 a s at 7 € 
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petits par rapport a Ni, N°, T,. On peut donc poser, en premiére approxima- 
tion, . | 


Gg Nee ETS 


ul est à remarquer que, dans le cas des enveloppes courbes, ds 1e N, sont 
du même ordre de petitesse, tandis que, dans les plaques planes, N°, était 
infiniment petit d’ordre plus eleve que? ls; Ti," 


Dr géométrique. — Nous allons retrouver les équations élastiques en 
supposant l’origine mobile sur la surface moyenne, par une marche géomé- 
trique qui est plus simple et claire. 
= En prenant, dans la figure ci-dessus, toutes les dimensions comparables 
(Ci est-à-dire ds, au lieu de 5), on aura 


| aire AA'BB' = = lo 2 = dsyalt — (0 + a2) ds 7 
aire A’ BQ’ Ds do == doo. [t— (@o1+ a2) ) ds? ke 
aire BB’QQ' = doi = dso [x = (@o2 + 2) ds» ile 


Les forces élastiques suivant une bande limitée par les deux faces de l’en- 
veloppe dont les équations, comme on a vu, sont p,=— n’, p, = n", sur les 
faces dois, dao. et dos et suivant les axes de x’, y’, z', sont 


Tie a my n" 
P= HN Qi = Î 3(1— @1252)do2, Vi =f TS — 1252) dpa, 
—" /— 7 —7 


(25 bis) a= f” a a: Sa) d02, Pa -f N à (1 — 0252) dda, En T(t — G02 52) doo, 
coat aoe = : 


2 


=. " 
PCs ter) : T° dos, T; dos, {Ny dp». 


Pour former les équations d’équilibre élastique, il faut égaler à zéro sépa- 

rément les projections de toutes les forces élastiques sollicitant le parallélé- 

_ pipède curviligne suivant les axes des x, y’, 3’. Les faces correspondant a 
dos et do, donnent sur l’axe des x’ 


| a cos(s4°, s° cos(s,, 5° 
(26) (Pit 3 aS == ae! ) doi > —P: do12 + [or oe + V; we ds ds? ds, 


_ té aa 


les faces doy, et do, 


o aoe Sa cos(s?, 50) cos (59, 5°)] 5. 
(26 bis) CE Te at ) dso» — Q2 doy. + [P: Soot Th a + Vo Rule ds ds® dsp. 


fee Le ae par cons 
lement, sur l'une eee faces RE 


ou re avec la ieee à Ya 
rapport aux axes fixes, sont Grist 


Bo. nals Bs a, Names ot as, 


Ca ds Wes 


Reet ks 
(27) 7 i em 


one xe CA 
ou, en vertu des relations (17) et (18), la première des Epeciinn. one 
x 
008(51,5)  - t) , 08 te, ss) ae 
FL p © ree ay ds 


cos(si,s) cos(5%.5) ee COS(S, S2) 


Ge ds Es DRE à - ida ae 


COS (59,5) _ cos(s,,s)  cos(s, 2) 
oe ds Li ds 


= O02 


En prenant la dérivée de la formule 


AL + BB1 + YY1= 0; 


x ~ 
par rapport à s et en tenant compte de (27), on trouve “a a 
= rt ie 
cos(s!, he __ cos(s’, #1) 


ds ds . a 
D'où la formule générale 


cos(s‘,, 51) + COS(S/, sx) = 0. 


Si l’on substitue dans les expressions (26) et (26 bis), elles deviennent 


dP 
É — (&0+ Go) Pa — an Qi ana Vi | ds° ds? ds», 


d 
lar = (aa + ao1 )Qo+ Ps | ds® ds? ds: 


| 
| 


7 


eee te D à Oe Ne 


Te dé US SD DS ee Oe de Sd dl ide pe Ga dé OR ee ee ee ee 
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On aura donc la première des équations suivantes 


| dP: AQ» 
dso dst — (410+ @20)P1 + A0 Pa — Go Qi — (01 + 21) Qa 
" 
— Vi + Tr + DF dos = 0, 
Jay 
dQ, | dP. 
aso Ste ds? + 1 Pi — (@o1 + @21) P23 — (A149 + 420) Qi — a0 Qa 
(29) 2" 
— Mo Ve ET + DF, do. = 0, 
—"1 
ay, av. 


ds re ds? — (419 + G29) Vi — (01 + a1) Vo + a2 Py 


n" 
ta Pat ss f DF2.do, = 0, 
—1 


qui sont les équations (22), où la limite supérieure p, des intégrales est rem- 
placée par n”. 


CHAPITRE IV. 


Equations exprimant l'équilibre élastique et le mouvement vibratoire 
d'une enveloppe solide mince en fonction des déplacements des points 
de la surface moyenne, quand lesdits déplacements sont très petits. 


J'admettrai que, avant la déformation, l’enveloppe n’est soumise 
qu’à la pression atmosphérique dont on peut faire abstraction. Pen- 
dant la déformation, nous supposons, pour le moment, que l’une des 
faces est exempte de toute pression, l’autre obéissant à des pressions 
quelconques, ainsi que les bords. L’épaisseur de l’enveloppe est égale 
à 2e, qui sera fonction de p et p, ('). 

$ étant une fonction de z’, finie et continue, ainsi que ses deux pre- 
mières dérivées dans l’espace —e£z'£e, on aura, si la troisième 


(1) D'après ce que nous avons vu au Chapitre précédent, on peut prendre "= "= 1. 
C’est ce que nous ferons dans la suite. 
Ann. de VEc. Normale. 3° Série. Tome XI. Novewsre 1804. 44 
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dérivée est finie et bien déterminée, 


a! 2 z' 
i dF FR — 2 Et | a OF as’, 
Jo 0 


dz! ue ROLES ds At ae dz"? 


z' 2F dF dF &F Fd BF 
i OF d= — (55), =" + 3 oo de’, 


Ma di, ay 


SS eee 
dz'8 dz' dz'? }, 


/ 


En substituant, on tire 


#12 2 
F=F,+2'(5) + — (£ 7) + 2'3R’; 
3 0 2 = 0 


: rae ja ; : : 
et, si R’ est comparable à (2) ou à (Sa) , comme 3’ est infiniment 
ao a 0 


petit du premier ordre, on peut prendre 


dF\- :°/@F 
F—#F Lai ess — ° 
= Boyer rik 2 en 


Cela posé, si l'on fait F = R ou R, ou R, et 3’ = p, = 5, Ag, h, n'étant 
pas fonction de p,, on aura 


d aR \° 
GROS: ds» s3 
— Po 2 = Le 
R=R+a(T) FAR A 
dR, 
R hrs RARES ¢ ds, 

Li ta ied OE) Seca SIR aA Fa 


d aR, \ ° 
re dhz\’. 83 ds, see 
R= Ri+ 5, (7) si hes. + 5 t. 
Or les relations (7HI, SII, GT) et d’autres régissant les rotations 


dR\° /dR,\?° 
moyennes nous montrent que (à) , (Se) sont des éléments dépen- 


dant des glissements et rotations moyennes de la surface moyenne, 
x LS = ¥ 
c'est-à-dire du changement de courbure, tandis que (Se) ne dépend 
S2 
que de la dilatation ou extension de la surface moyenne. Les dérivées 


3 
ol 
. 
J 
7 
‘ 
3 
Lo 
a 


Le 


d'OS LC 


Nae) 


nb SE di blé Te 


Ah 4% dé be Ow 4 


mn à bits Cite 
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supérieures de R, R,, R, par rapport as, dépendent linéairement de l’ex- 
tension et du changement de courbure; donc A et B sont comparables à 


dR, 
dR a ds 
(A) et C à 7h = }, et l’on peut les négliger. On trouve ainsi 
2 0 
dR\° 
GLO de as. 
— Po ar? FACE a ee 
R =R +s (7) AE 
a dRy\? 
(2) et dR,\° s? ds, 
R=R + (7) nr re 
TA 
=) RY SES (dR, \° s3 : ds, 
Mo “las es Re ss 


Remarque. — On remarquera d’abord que les expressions (2) seraient 
les mêmes si nous admettions l'hypothèse de Poisson et si nous déve- 
loppions les forces élastiques suivant la plus petite ordonnée en s’ar- 
rétant au second terme. En effet, R, R,, R, ayant cette forme, 0, Oy's Bx'y’ 
aurontla même forme et 0,,, 84.1, 9, aussiavec deux termes seulement, 
et comme N et T sont fonctions linéaires et homogènes des trois dila- 
tations et trois glissements, N et T seront de la même forme avec deux 
termes seulement. 

On remarquera ensuite que, sans nous en douter, nous avons fait 
une hypothèse qui consiste à admettre que les fonctions R, R,, R, sont 
finies et continues, ainsi que leurs deux premieres dérivées, dans 
l’espace — eSs,Se3 voici comment on peut la justifier : quand on 
passe d’une couche à la couche contigué, comme la densité varie 
d’une manière continue, les déplacements des deux couches-enve- 
loppes de part et d'autre de la surface idéale de séparation sont presque 
les mêmes, ainsi que les dilatations et les glissements. De plus, nous 
avons supposé que la troisième dérivée par rapport à s, est finie et 
bien déterminée; pour nous convaincre sur ce point, il suffira de re- 
marquer que les troisièmes dérivées seront, comme on le verra par la 
suite, fonctions des premières et secondes dérivées par rapport à s, s, 
et s, et des troisièmes par rapport as ets,. 

D’ailleurs toutes les hypothèses sur les plaques ou sur les cloches 
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[ Poisson, Kirchhoff, (Cinématique), Boussinesq] contiennent, impli- 
citement ce que nous avons exposé et admis. 

Premiere approximation. Equations extensionnelles. — En premiere 
approximation nous poserons 


(3) (T,, Te N3) = 0; 


et nous retiendrons dans les développements (2) les deux premiers 


termes. 
On peut admettre que les coefficients qui entrent dans les expres- 


sions de N°, N,, T, sont proportionnels à une fonction & positive de gs, 
et l’on aura 


: IR, Rs 
ene Seay R; SRE qu 


SET IE es Der Cet ds, AS Vit Ty ae 


0 
2 1 l 2 n 
ONE F)a (S4 S 


ASD Te CIRE Wigley ds, ds Tig Ting 


yee Sr AR Y By REIN CRG OURS RA La TR ON ARE 
pc El ——- — — Fe pe ane Meee a eesti ne 


ds yt Tene FA Neva BR pe ae ds, ds Tig iat 


En désignant par 4, la valeur moyenne de # suivant une ligne nor- 
male s, dont les deux extrémités aboutissent aux faces de l’enveloppe 
et dont la longueur est égale à 2e, on aura 


9 
(5) x Kdes=2kit, 
FE 


En assimilant cette normale à une ligne matérielle de densité linéaire 
k, les centres de gravité de toutes ces lignes constituent la surface 
moyenne. 

Ona de même 


1 
(6) | kp.,dp.= 0, 
À 


car le centre de gravité est au point p, — o (sur la surface moyenne ). 
On rencontrera dans la suite 


(7) kpt dp 240 


à 3 


| 
L 
)] 


- +. | 
anes 
s PT ré y 


sae see dont la première devient, pour 


Aces Me dice eee connues par leurs équations, / et h, rc 
ns de p, finies et continues, et comme 4S n’est fonction 
, on pours mettre + 


dh \° ah à 
hap 2 a AG on) + pi (13 ae SRE 
. CAR le * dps 2 ? dpi : 
re O Sf ah GENS 
— fo APN | eae pees ' 
=e 4) w(t ‘ (Fr =) = is 
ss dh\® s?/d dh\° 
7,0 ti) SEY RE 
: REA és 3 (a 4 or: u 
ime, d’ apres | les RUE Gel), 
; dim he - dhy lu à 
à RTS | ds, To | 
7 ary: I ; 
| PRES d — 
PE. fee nn ER  res c4l 
=a : ds, ds, ri Ads, ee ds, dS eds. me 
_et si l’on pose 
= RER ts 
l 4 1 Se ; g TR = b a kel — € 
3 . wo et RTE: > ds, af ds ds, Sees 
on aura ; oe 
2 AY 
oa | Re pe [1+ unset (a, + bn) À |, 
MODE, : 32 
ae RE Arr EE 


DD. (4; III) et de (10), on tire 


9 
I So 
— — Agi t Sn Og + Cu +s 
Tet 2 


| (ex) 
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Nous verrons plus loin comment on peut exprimer by, x en fonc- 
tion des ay. 


En intégrant la formule ds, — SE de — nn à +7 par rapport à dp, 


et de —e à +e en ds,, on trouve rigoureusement 
n 
12 hs = —: 
(72) 1 
Maintenant, posons 


dR° 


(961, 26°, Gen Er, 2) (ae 


— ay,R} — au) 


1 0 
(13) + (GE ET auRt— aR? ) 
Spa | 
ee CE TES PERS 
+ (f 2 AA (Fs = re + aR} + ay,R°), 
d (dR\° dR° dR\? 
(724, las t;) = (6, Gi. D] ae (=) + Qo2 at — 29 (=) = by RY 


dR,\° dR,\° 
= ani( Fe") — bus RY — an (Te) | 
re ih) sare dR,\° 
+ (8 6.08) | aes (Got) + an Got — as (FE) — ou: 


ds 


° 0 
(13 bis) ar ha (Te) by Re an(T) | 


ds, 


; 1 /dR\° dR° dR\* d /dR,\° 
(Ct : Il a sa Se a —— <a pus 
te 6 Ë ) E (F + Gia ds} Gi (Fe) A ds, (Se) 


dR° ‘dR,\° 
1 a (Te) + by RE 


dR, \° dR \° 
+ a (7) + bd R° + a( Te) | 


RE NET 
Là. 


= 


ON PA VV, 


er 
- 


ee Ey eT Ee Le où de 1e gl vhs NS ee de ne: à 


œuf 


vw 


Tee à, di, à 
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En première approximation, les binomes, multipliant les forces N’, 
T’ dans les équations (22, III), se réduisent à l’unité. 
En multipliant donc les équations (14) par de, et les intégrant, 


"4 Ps 
tL Ni dpa= 9(p2) Mer + 910) pe 
| 
Rae A Tes 
f Ne dpa= 9(P2) e+ 1 (pa) o> 
—7n 2 
Ps - ts 
i T, dp2= 9(p2) Gs A) 
of 


et, comme %,, 9, 6, ne contiennent que les extensions de la surface 
moyenne, on peut, dans ce qui va suivre, les négliger devant n,,n,,t, 
dans un même coefficient d’une fonction de p,. 

En négligeant, dans (22, HT), T,, T,, Nj, et intégrant, on trouve 


1 (pe) [M dé, 
| NE he E is ds} 


(@yo+ 20) NV, + io M 3— (2 do + A1) Gs 


es 
SH — (Ay + 2020) 1 + ions aura elo x ff DF dp, 
i 2 —" 


+ Ay, bi — (Aq + 21) Vg — (2 410+ Ay) & | 


1 (De) dG, AN,» 
OL pel hs ae ds! 
i 9 at. dns I Ra ie 
+ ne E ds + Go — (Got 242) My — 2(Ayo+ aus) | ne ail DF, doo, 


I pe 
—N,= as (o2 04 + Ay2 M2) + zaps) (Goa 71 + Gao) + ae DF, des. 
2 2 24 _ 4 


Faisons dans ces relations p,= n, et rappelons que, pour 2, = n, 
T', T,, N, deviennent égales à des forces données &,;, &,, &,:; nous 
trouverons ainsi les équations extensionnelles de l’équilibre élastique 


Se AS 


~ (9 I i. ad — 
(@1044 Py) Mert Ados (Soit aa) Es okie t akin ee DF dp;—0, 


dé, dv, I 


: . 
—— + Ay, Moi — (Moi + Ans) 962 — (2 Apo + Ayo) C3 + + 


vel 
DF, do; — 0, 
(16) as + as ake mle aaa 


aoe ele NV. 0: 
ake 2kin)_, ne 


2 MG, + Qi2 M { 


DT FN PSI CD ET TE Tare 
+ re 7" ” 4 fale 
| + 


D 0 - 
Lx 7 
EN 
4 
TRE 
: ime 
’ 
: 
à 


- 
LUE 
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et les relations (15) deviennent © ME, Le Rue - 
‘ & ne. 


ja T,= = 262) Fa pei AR 2.9) 1 + ya — 2 (Atos + ais .…. 
“3 


HE ds? ds? ™ 


— 9(p:) Gea + a DF dp,— 2e f peda 


== 91(P2) EE als Seon os 5 ory Lae (Go1 + 2 dos) Ra — 2( Ao + ae : : 


hi Las * as 
— o( ya ae se “DE a DF dp, (Es 
LT OPE aka ha |[J_, RAT NES TPE VA Ce 


—=N,= gi(Pa) (Qo, 71 + dise) 
by 


= LES 3 pen 
9(p2) == staf DF, dp;— af DE, ds. 


On obtiendra les équations du mouvement vibratoire, en remplacant 
2 . 
F, F,, F, par — EAE dans les équations (16). 


Par la seconde des relations (8), on a 


(17) 


oles) =|# f pedo. ee ee à peu près, 
ou encore 
(28) g(a KT; 
et, de méme, ee se 


9(P2) =k, (p2-+ 1) plus quelque chose de négligeable, 


Pe ; 
J DE don (pan) (DF) + (QE) 


te 
ahs Frans 


a 
if DF dp, = 2n(DF) + infiniment petit d’ordre supérieur à 2. 
—q ? 


On aura donc finalement 


1 I on ioc 2 " 
T pa | Ps ” 
eee) ba +k case 
1 + " 2" 

TT — - Pa Ao . Pa " 
1 2 1 Ey +k 2h? Ti» 
+ I + 4 2 

N= ops ie a pe: wi v, 


= hae es | ae 2h 


> 


PO PT EE ET 
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avec 
j dn, dt, dDF\° 
oS lat (Qo + 2) + Gordon + @) + (7 ) | 
dt dn d il di 
I Wi == 2 3) 2 / \ D F; 
(19) Ti Es == ds) Qo, Ry — (Bq, + 223) Na — 2( 10 + aa) (et > 


y! FER d DF, 0 
3—— «| dos li + Mine + LE ; 


Dans ce qui va suivre, nous supposerons les forces £,,, &, €, nulles 
(ou des infiniment petits du troisième ordre) ('), et l’on aura 


M. Love a admis, dans le cas de l’enveloppe isotrope, homogène et 
d'épaisseur constante, N° proportionnelle à 3’? (la petite ordonnée), 
mais il n’a pas réussi à trouver les expressions correspondantes à (19) 
dans ce cas particulier. 


Avant de passer à la seconde approximation, il est bon de voir ce que de- 
viennent les équations extensionnelles, quand l’enveloppe est isotrope, homo- 
gène, de révolution et d’épaisseur variable suivant la latitude seulement 
(Cloches). 

A cause de l’isotropie, 4, 4; vaudront l'unité, 


PCT, =outi+E). 0 =% =azF, 
(21) 1 7] #1 t = 


Les coordonnées seront r, 9, d, et avec les notations de Mathieu on aura 


I I I tan I I I I I I 
~ Se ; = 5? 5 — =-— 9 = re] = = — 0, 
Zn me 7°10 nm To2 7 Boon) 7 Poa Foy 
(22) 
0= 70 i=? RE Re 
ds r° dy, ds) = n° cos po db, ; are 
(1) D'ailleurs il est nécessaire de poser 
Ex Ey, Ez' = 0, 
pour la légitimité même des équations (3). 
4 reg it 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. Noveusre 1894. 4d 
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Dans ce cas, € n’est fonction que de p, donc 


. é Was at 
(22 bis) à APT 2 0 oe 
et 
1 d(neosg¢)_ sr __ tangy, 
n cos p rd¢ i F16 iin eS 


en posant I&,= pV, 90,.—pW, &,— pU, et en remplaçant ces quantités dans 
les équations du mouvement vibratoire qui dérivent des (16), et en effaçant 
les indices communs 0, ona 


1 d(Vencos®) dU D@R _ 
= de “> Fifi hed Le di sr die 


1 d(Uencose) dW D dRy 


(23) Ea dy ne euh po re a 9 
Vi ae eave 
t SES > — 0, 
0 n wp dt? 


qui sont les équations (f) de Mathieu (Mémoire sur les Cloches). 
Si l'enveloppe homogène isotrope n’est pas de révolution, mais qu’elle soit 
d'épaisseur constante, A, est constante, et l’on aura 


et les équations du mouvement vibratoire 


aN d& æœR° 
ue t oie Ao (Ib, —- ICs) — 2Ao4 6. — =) de 
2 dG; de aR? 
(24) oo ds* + ay, (9b, — Ib» )— 24&10 ce. — D — "de a) 
2 9 
oo Noi + aig Noy = DON a 
qui sont les mémes que les équations (36) de M. Love. 
Seconde approximation. — Nous prendrons maintenant pour T!, 


T,, N, les valeurs (20), et nous retiendrons les trois termes (2); alors, 


LR Liu LAS 


cu in ve di 


bedi es ie ea bee 


(26) 
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au lieu des formules (4), on aura 
Ni = 4 [50 +60, pe eae cadet stars) S|, 
(25) Ne | ia +6) Oy OL ay (ti ta T+ ant 2 | 


ve shee HE OL Eg + (Bry + BI ty + BTM à |: 


les a et 6 étant en général fonctions de p, p,, p2. 
. ! ie eS 
Dans les corps isotropes, «= « = «,=%,= 8 = p= Bp” = 0, 
oo, = 9 Posons 


d dR d dR\° d {dR\ 
(Vj, Vo, Ta) — (G Sao dE & a) 2299 ds» =) : ( ) 


We dR° dR, \° 
aan ge) + (22, + Dos) FEU — CR} — 2 Bo: (a) 


d aR,\° dR, ad dR, À 
ag ae a — Cas (De) (GS, nr | 


, a (od dR d ay d ge 
+ (84 6108)| Fe SS aA nan (ae Sy TN a, 
dR, 


dR, \° À aR? 
— naan (Zr) + (Azo (Te) C12R° ba) 


d dR, à aR d dR | 
ee ( Fe ist) Eh —2b.0( 5) ’ aro (Fe dso 


| d dR d dR\ a (Ge) 
CET AS, E (ae a) naar fo re ? 3 55 ds; 
dR\° DT CREER CINE 
— 2042421 Gs) = Cire Dy») ds* u ds? (4 ds, , 
d dR;\ 0 d (Se N 0 
— 2425 ee ds: ) ce ds \ ds, } 


dR° dk 
— 289A oe) + (ai, + CEE as i + 4+-¢,)R} tft) 


d dR ‘dR \! d Le 
+ do ies Be 24 Cu R9+ 2 Dos (Fa) + Goi ECS 
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Par les relations (13), (13 bis) et (26), les formules (25) deviennent 


J TE k : / 72 71 
Ni= kdb, + An: pe + 3 (+ a Ti+ at) + al ys), 
= 2 
2 k : n a) HO" 
re, Ny= kdb, + kna + A (Vg Fay Ti+ ag T+ ai vs), 
2 bea dee “ 
£ ES P2 Æp3 72 ET yon 
Ty = AEs + hls + ES (ta + Bry + Pr Plus). 
\ 2 sity ‘ 


En remplaçant les valeurs (20) et (27) dans les expressions (25, 
Chill vet (25-675, CHATS 


k,n? 
P,= 2k, 090, + —(v—2a;n;) 
2h; 


0 
Li " N " 9 
PRE k (acy + at, + a" v5) pi dp., 
27 — 4 


kane 


P= 3k, n0G. a he (2 2 on) 
ee st 
I bs 
+ a J Ke (cyt) + at: vs) ps Gps, 
2h; J_, 
= kinÿ : 
Qi= 2k nGs Fe 3 h2 (T3 — 22 ¢3) 
ze je, 
DER k (Br; "t+ P'v, ) p3 dps 
(28) mad. Rs Egan Pee 


Q.= 2k ne UNE 
2er AN Se 3h2 (T3 — 2 Go ts) 
2 


q 
I n " fall 2 
ab af k (Bri + Bt, + B" v3) p3 dos, 
on 


2 
2h; 


Ve = 2k;n®[dn, dt, 
Sach | as 7 ds° (Gao +2 no) 
Ÿ 1DF\° 
+ Ayo Ng — 2 (oi + os) ls + (S :) | 
ds» 
V Em 2k, 1° dt: dns 
17 “BAE. [as géo Fu 
| d A \o 
| (a+ 9451) a (ait dag) + (TT) | 


En remplaçant ces expressions dans les équations (29, Ch. III), 
nous trouvons les équations générales de l'équilibre élastique d’une 


Var gh i CA 
| ) eg iad ; 
4 rie RE 
F #2 Ed a is 
ee hers: 
ne ae = 
sonal | os 
MN. RE æ i hed 
<i a LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES. + 907 
enveloppe mince, quand Tim) 0: — 
FAR, ee | 
1 (ee s ae ; — (ot a) + Ay) y — “(a+ an) | ~ 
0 


kim. (1— 2457) ERA AS Ù 
4 sayy por enn “Li Er Prato Cea 3 20) (Vi— 242) 


A Ayo (V2 — 2Ay2M2) — Qi (Ts — 2 als) — (Ay + BA) (Ts — 2 put) 


: [an : dts ( : io 0 
TT 2A» ds SAD ds — (G19 + 229) Ni + Ayy Ra — 2 doi + Ans) la + ae | 


Wee [< ati + nat Fe d(Bri + Br, B'y! 


oh ds? 
— (dot i (ary dr, + avi) + Oyo (Ot, + a Ti + ts vi) 
De = (cu + Bas) (Bei + Beh + 85) | ¢ ido [ DEdp=o, 
i. 


Len TE aN 
akin ES +) + doi Oy — (doi + Aa) Tb, — (20 + ay) | 
É | : 


kn(d(r; — 2495) A (V_— 2 Ayo No) 
378 : : re ‘ ae TE + os (4 — aan) 


(4 +34) (Va — 2Qy9 Mz) — (Ayo + 3 qq) (T3 — 2 Aya tz) — Ayo (T3 — 2Gpotz) 


y dt aah a DF 0 
4 Ee Be a + yy Ny — (Ap, + 2 51) Ng — 2(d9-+ Go) + ( a 1 | 


1 PU falBel+ ith +B) dlaritayttt atv 
— | &k ; + ds 
es ds SL. 
| + doi (ati + ar, + a" v3) 
~ = (dos + 3 Qu) (di Ti +o, Te + av 


nN 
— (2449+ 349) (Bry + B't, + B' vy )| etre f DF, dp,= 0, 
= 


‘ en 
akin (a i+ 32902) + BAP ie) des (os — 2 Ay2M,) + Ay2(V2— 2 va No) 
2 


d Ee dt, 


dDF 
ds as À ds — (Ayy+ 2) (Mart as) ot eut (Te) | 


Le ds, 


SE 


d Ee dny 
ds, 


ds? | ds° + ay 


— cme je EE + ds do 2 Ay) My + Goo — 2 (Ay, + Aa) ls + ds, À 


* eam a 


; aDF, 
== di (or + 24n) My — 2( yy + Goo) fs + as 


LT dDF,\° 
— 2 (410 + Gao) La — (Aq, + 2 Mar) le + Ayy Ny + 


dt, dn, 
= ACTA 32) | ds° Gi ds? 


} 2 Li 
4 ig no" 2 d 2 = CEE: 
SE =a i k | aw (ar! ap de! + ays) DE di2( Ti a a 172 Ki a *: | _ ; il ahs dps a 
= =) 


2 
Dis as fe 


TT 
: : É + NY 


: 
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Telles sont les équations de l’équilibre élastique les plus générales 
en fonction des déplacements de la surface moyenne; les équations 
extensionnelles (16) s’en déduisent en peg uees les termes en n°, et 
en négligeant les termes en n devant ceux en n°; les équations qui en 
IUT peuvent être appelées équations or 

Mais toutes les expressions qui y entrent ne sont pas encore 
parfaitement déterminées. Il nous reste à déterminer, d’une part, 


ah RB, Bae. (a dR) ah as) 0 Ve 
( ds, ) : | (FE ds, , ds» | fe fonction des R°, R,, R, et de 


leurs dérivées par rapport à s° et s?, et, d’autre part, les bj, ex, en 

fonction des ay. 

a RL)" 
asx, 


Calcul des ( - — Lesrelations (5, Ch. II) donnent, en coor- 


données curvilignes, 


dR aR, dR, dR R, R, dR dR; Ra 
as - — | — k3 —— + — + =| 


Ss ds, ae ds, 1e ds ds De Poa ds, ds ro Tro 
APS nr rer) Ve 
Li. tits 
nota (EBB) (8 22) 
ge) | AC errr cr 
ees: = tga ts) tS ae a) 
ira (BEB) (Rent) 
Re 
Dans ces équations, les inconnues cherchées sont Es su qu et l’on a 


fey (8s “Cs 
A=|f, fs Sx | FO. 
Ives le 


ns 
— : 
re LES ik ? 
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er trouve, en effectuant l’élimination, 


: aR, 
A 0 B Sz'y — C er 
R R, : i à Tete 
ap hea rs +K(o +, +! tT, + oly) Ss 
a she es FE 
. (81) Sy 
R, R, et Sa 
a Re eo toi), 
l'a To 
- mK w= hee Co a oS 
Too 
2 
‘ aes + K (wet + 0,7, + 3 v4). 
Tor 
En faisant p, = o, les coefficients A, B, ..., C’” prennent les valeurs 
i p P 
Xe Dass Ue, eb on aura 
(CAR : dR’ 
| (Se) Ap, Oy — Bo Sey — C, oy — ae == Gg RO da) R$, 
2 < . 
we fay \? : ; : dR° 
(aay (a) TE Bygtey— Cd — Gor — aR? — ay RS, 


be dR, 0 0 Te C’ 0 R° R° 
ds, | no per 0 Oy: + A0 — Ao, Ni. 


Calcul des dérivées | te ( 
S2 
. mule (4, III), ona 


dR ah aR? | ‘ 


rete ds — En se rappelant la for- 


7 


d(dR\_,, dR 1 aR 

, males ry ” do dos Teekasé 

E Ê PS bah ee, eed ey dR 

a mr ea *dp do,” Ta ds,’ 

4 = d’où la première de ces six relations 

ARR, Rd]. 4 ARR 1 a(R, RyRy) 1 d(R Ri, Re) 
ae | | ds, | ds id ds, Tis ds Pag ds, 
Bee) | a fa(R, RR) à [ar Be UCN ye 200 A 8) 
ee | ds, | ds l=% ds, ds; Vis ds, Fh ds, 
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Posons 


re dR\* aR° Te) —a (Ga) 
a(S) + Goa Teo — 7 ls, 


La boi Ri FR Ayo (Azo R°+ a2, R°) Ge A LE Fe 


0 0 0 
d ie dR? Pes ae) np 


ds} ds, de CI ds, AS ANETSS 
(34) 
dR,\° dR\° dR,\° 
— (Ge) + doi (à) + bo, Ro + aio( Fe) + 6,R{=L,, 


d (dR,\° dif dR,\° 5 dR\° 
ds, \ us, ae ds‘ a ds, HAS, 


— by) R° — 42 (Goo Ro + An R°) — 12 R3 = La, 


qui ne contiennent pas les secondes dérivées en s,. 
Prenons les dérivées des formules (31) par rapport a s, et faisons 
tout de suite p, — 0; en négligeant les termes 0%, 0), g’.,, et leurs 


dérivées par rapport à s° et s}, on trouve 


ad dN d daR$ 
| (Æ 7) sco Aol Bola Cols ds? (a9 R° + a2, RY) — aoe ds, 


dR° 
+ doo| — + Go R°+ ao Rs) — by. R°— 6, R$, 


ds° 
d aR 9 n ’ r d 0 
& ds ) eee ohne ds° (doo R°+ aa RY) — aye oe 
(35) ies = dsi 
dR° 
cie a (TE + Gy2 R° + aR$) — byRY — ba RS, 
d dR, ped " " " ak. 
(= i) =—A,L—B,L—CiL, a = + Ay. R° + awRt) 
dR°! 
| + Dino ay (FE + au R}-+ayR2) + by RY. 


Or, dans ces expressions figurent les quantités A,, A’, ..., Cy, qui 
sont fonctions, en général, de s° et s’. En effet, on a les formules con- 


EC à 
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centrées À ; 
= an (43, ks, b3)° Os Gs 
(Ao, Bo, ae Criteria EE CAE 
(eh cn) Ch ee 
: fr (asks,b,) ci 
ENT EEE DAC Te) Tab 
Se HO Ke, ca) eo 
7 JS  €3 (as, ks, 5s)° 
IT à tue, CS Ja) 
à fr cc (ka) 
Cas particuliers. — 1° Prenons le cas d’un axe d’ ao Die dans l’en- 


veloppe homogéne; als on trouve aisément 


: ee Ga BR, CPA A C',B')—0, 
(36) - ree eels 


y? 


2° Dans le cas d’une enveloppe homogène et isotrope 


A=—p?(A+ 2p), A Do, 


(87) A SS ET. À = E (const.); 
Ne: À +2p 


7 


3° Enfin, supposons que chaque couche de l’enveloppe est homo- 
gène et ésotrope, mais que la densité et les coefficients élastiques 
changent d’une manière continue d’une couche à la couche voisine. 
Les coefficients élastiques ne seront fonctions que de p,. ct si l'on 
désigne par A, et y les À et x de la couche moyenne, on trouve 


eae 1A, B,C, Al BC, B'h—o, 
pas hire 
She + 2 Ho 


(38) 


Neem Ee = E, (const.). 


Calcul des by, et Cy en fonction des ayy. — Les quantités qu'on a be- 
soin de connaître sont by et Ci, Cro» Coz» C12» Dans les leçons sur les 


Ann. de l’Éc. Normele. 3° Série. Tome XI. — Décemere 1894. 46 
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coordonnées curvilignes de Lamé, on rencontre les quatre équations 


ŒH — 1 dH dH, 1 dH dH, 
dpidp, — Hi dp, dp, * Ha dp, dp,’ 
@H, 1 dH,dH, 1 dH, dH 
dpdp — Wy dp, dp tH dp dp,’ 

GI «A3 ei died E 1 dH, dH 

Zea |; dec) rate rte 

d ( Li ee aos) 1 dH, dH, _ 


eS Ps a | ee = + — 
do,\ Hy, dp, dp;\H; dp, H? dp dp 


Par les relations (4, HT), elles deviennent 


Tine I I I 
= — | — —— }; 
ds, Tor \Tou Moy 
I 
d — 
Tio _ 1 ( I I ) 
SS Se | = À}. 
3 ds, Tie \Tt0 20 
(9) I 1 
— d 
Toe Tao I I I I 
a ST Mo oe 
(se Ks ee Feu FA Ta 
I I 
d— d — 
Tia l'ai I I I 
7 fe ae 
S2 Si WE Moa To 20 
On aura done 
Dey ds (@o1 — Ari) 
O40 = Gi (10 — aq) 
da 
ee ‘ 20 
Bon = Qh) + 23, + As Go — ’ 
ds, 
da 
2-0 La 
bis = af, + AZ, + di 20 — te 
ds, 


(40) 


Cor = Voe (Ao1 — Gr) + Aon (Do, — Os) 


C19 = Vis (A190 = A20) + A2 (010 — boo), 


Con = 2 Aa boy + 2 Age Vos + Aa, Oo, + bo; Ay, — a = > 
Ss 
a db 
Cy2 = 29 Via + 2Aqy Dgy + 10 Boy + By Gay — 2 = . 
Ss 
1 


LES ENVELOPPES SOLIDES MINCES. LES CLOCHES. 2500 
Il reste à déterminer b,, et b,,. Pour cela, on a - 


I 
Mo dh 1 du _ dh 1 dbp 11. 
di) ds, Nig dp ~~ hs; he ds roy To! 


~ a 


CR Seat ; » © 
d’où la première des deux suivantes : 


(41) | jo Ar) Apa, 
bo, = G1 Ao. 


CONDITIONS AUX LIMITES. 


Les équations définies rapportées aux axes x’, y’, 2’ sont 


Sz = N,cosq'+ T, cosy’ +T,cosv’, 
(42)- - Jr = T, cos 9'+N,cosy’+ T' cosv’, 
z = T,cose'+ T, cosy’ + N, cosy’. 


Le contour peut être quelconque; mais nous imaginerons la surface 
au paramètre p la plus proche à ce contour et intérieure au corps, et 
nous la prendrons, pour simplifier, comme formant le contour. D’ail- 
leurs, nous donnerons ensuite les conditions pour un contour quel- 
conque. Sur cette surface p considérons le réseau des courbes formées 
par les intersections des familles 9, et p,. Nous aurons ainsi sur le 
bord des rectangles curvilignes de côtés ds, et ds,. Si d’un point quel- 
conque M pris sur le bord, on fait passer les trois axes rectangulaires 


x’, Y', 3 tangents respectivement aux courbes $, s,, $, qui y passent, 
T 


l'axe x’ sera normal à la surface-bord et l’on aura &—0,y'=%Ÿ = ;; 


les conditions (42) se réduisent à 


Ho os 
| (43) | Sy Ti 
aie iat Lae 


Avant d’aller plus loin, remarquons que Mathieu a trouvé pour ses 
cloches, en première approximation, par la méthode de Kirchhoff, les 
deux premières (43) et /, = 0; ce qui revient bien à la troisième, vu 
que T, est, comme nous avons remarqué, d’un ordre de petitesse su- 
périeure à N,, T;. 
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Si maintenant nous voulons que l’origine des coordonnées se meuve 
sur la surface moyenne ou, ici, sur la ligne moyenne, les conditions (43) 


deviennent 
Tate Ni (1 — @252), 


(44). Sy =T5(1— 12582); 
fe =T, (1 — 4252). 


Pour trouver l’action extérieure exercée sur une bande de côtés ds, 
et 2e, nous aurons à considérer les trois forces F,,, Fy, Fz et les cou- 
ples M,,, My. 

Posons les couples 


a 2k, ne? 
Si = f Ty 52(1— 4122) dpa=— —5— by 
—N 
he 2k, ne? 
aa i Ty S_(I — G9282) dp, = 3 ts, 
— 1] 
a - 92. 
M,= [ N', S2(1 — @4252) dp2= se : LITE 
Le —} 
n A 
M,— a Nj, 52 (1 — Go282) dp» = — aoe d Ny. 
= . . 
Remarque. — I semble au premier abord que ces expressions sont 


absurdes, car on ne peut pas concevoir des couples dont le bras de 
levier est curviligne (s,). 

En réalité, au lieu de s,, il fallait mettre la distance des forces très 
voisines mesurée sur la tangente 3’; mais z’ est la projection de l'arc 
très petit s, sur la tangente, et l’on sait la relation 


s'— s,—= As} + infiniment petit d'ordre supérieur à 3; 


et, comme sous l'intégrale, le terme As? introduit des termes d’ordre 
supérieur de ce qu'on retient, on peut poser 3’= s,. 
Cela posé, on aura les conditions 


Fy = Fy SE Py 

Fy. =F,, == Q;, 
(45) Fe Ui; 

Mz = My=S,, 


M, =M,,= M,. 


= 
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Ce système peut être remplacé par un autre statiquement équivalent. 
Le couple de torsion M,; donne, suivant la ligne s,, une force égale à 


: dM x re 
io M, et suivant s, la force — ie on aura donc pour conditions 
1 


Fy= Pi =Fy, 
Fs, + as My = Q1+ @,.8,= Fy + a. Mz, 
46 d . 
(46) pa Me yy 28 ap dMe 
GS) ds? ds} 
Ms, — M, — M,. 


_ Cherchons maintenant les conditions quand le bord est quelconque. 
Si Pon désigne par Fy, Fs, F,, My, M, les forces et les couples exté- 
rieurs appliqués au bord et si P°, Q’, V, désignent les résultantes de 
forces élastiques en un point de la ligne suivant laquelle la surface 
moyenne rencontre la surface-bord, et H’ et G’ les couples de torsion 
et de flexion, le couple de torsion donnera deux forces; et si p° dési- 
gne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant la section 
normale passant par le point considéré de la ligne-bord, on aura les 
conditions 


P= Fn; 
: Il 
a 
2 2 
(47) ie ee 
eee ee D: 
\ : G’= Ms. 


Ces conditions ont été données par M. Basset et le professeur Lamb 
pour le cas d’une enveloppe d’épaisseur constante, mais elles sont 
générales. Cherchons les valeurs des forces et couples qui y figurent; 
la normale (N) a la surface-bord faisant des angles, dont les cosinus 
avec les axes x’, y’, 2’ passant par les mêmes points, sont cos’, cosy’, 
cos’, si l’on appelle les cosinus directeurs de la tangente à la Jigne- 
bord (S), cos¢,, cosy, cos, et ceux de la normale élevée sur le plan 
de (N, S) cos®,, cosy,, cosŸ", en multipliant les équations (42) res- 
pectivement par cosg’, cosy’, cos)’ et ajoutant membre à membre, on 
trouve 

fs= fr cos! + fy cosy’ + fz cosy’ 


(48) = Ni, cos? 9’ +Nj, cos*y'+ N, cos?p’-+ 2T, cos 9’ cosy’ 


+27, cose’cost’+ 2T, cos’ cosy’= Py; 


366 C. MALTÉZOS. 
on aura de même 
Fs= fx €089, + fr cosy, + fz cosy; 


FE 


= Nicos’ cos? + N,cosy'cosy;+ N; cos d'cos du - 


(49) +T,,(cosy' cosy, + cos 9'cosx,) +T,(cosp'cos¢; + cos 9'cosy;) 
+T', (cos |’ cosy, + cosy cosy) =Ps, 
(30) fu = fx COS 9S + fy COSY + fz cos Ys 
10] 


— N'cosv'cosp, +...+ T,(cos’ cosy, + cosy'cosh,) = Py. 


Sip” désigne le rayon de courbure de la surface moyenne suivant 
la ligne-bord, on trouve 


n : 
Pi= f Px (15) 
v— 1 Po 
mn ie 
= Ps (:— 2 ) dps 
a CA 
A se 
(51) Vi= EB; (- +) der 
kg pa 
4 / Fe 
ie Pss(r— 22 ) des 
aes Pa 
q Sean 
G=— Pxs.(1— = ) dos 
—" 2, 


Ainsi les conditions aux limites se compliquent énormément. 

Mais on peut imaginer un cas particulier beaucoup plus général 
que le cas que nous avons traité en premier lieu : c’est le cas où la 
ligne S est la section de la surface moyenne par une surface contour- 
nante ou limite simplement normale au feuillet moyen. Alors J’ = 0, 
et si l’on pose 


coso’= cos8, cosy'= sing, 
on trouve 
cosp, =— sing, COS, = tos 2, cosw’, =o, 
Cosh. = cosy. G, COS Ur, 


(52) 05 =p. 


je nage Mi : 
in = ; | 
Fi — : 
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Les équations (48), (49), (50) deviennent | - 


Py = N; cos?@ + Nj, sin?0 + T' sin 29, 
) Ps =sin®@ cos@(N, —Ni) + Ti cosod, 
P= Tecose-+- Tsing’ =Py, dl 


et les expressions (51) où, au lieu de of on a mis p,, qui est donnée 
par la formule 

I 

= = Ayo 08" 0 4- ay, Sin? 6. 


Pe 
Au lieu de donner les équations (46) ou (47), on peut se donner 
les valeurs des déplacements de la surface moyenne et de la dérivée du 


_ déplacement transversal par rapport à la normale N sur le bord, et l’on 
aura 


(54) RAR ER RC 


CHAPITRE V. 


I. — Les cloches. 


Les cloches que nous examinerons sont des enveloppes de révolu- 
tion, homogènes, isotropes et d'épaisseur variable suivant la latitude. 

Les plans méridiens seront la famille au paramètre b,, et si l’on 
mène les trajectoires orthogonales des courbes méridiennes de la 
cloche, la surface engendrée par la révolution complète d’une de ces 
courbes, autour de l’axe de révolution, appartient à la famille au para- 
mètre CE 

Nous supposerons avec Mathieu que le petit bord de la cloche fait 
partie d’une ges ces dernières surfaces. 
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v étant l'angle que fait un quelconque de plans méridiens avec un 
méridien fixe, et 9 Ja colatitude, 7, le rayon d’un parallèle de la sur- 
face moyenne, en vertu des relations (22, IV), les équations du mou- 
vement vibratoire sont 


; mine t Ie 2 
Ges 
ro dg ñnoCosp dy No ‘ate Ne 

a 2 
Le (Be ee 
ro dp ny cosg dy No ae n No hae 
n 2 i 
LR dVi n dV» tang 9 = )Va— Pi ae Ps =) FE dp». 
To ao nycoso dy Ny a Ro No ae t 
On aura des solutions simples, en posant 
R° = U (cosah ou sina) e't, 
Ri = V(—asinæd ou x cosab) eirt, 
R3 = W(cosav ou sina) e/P4, 
où U, V, W ne sont fonctions que de Q. 
On pourra donc prendre, en effaçant les indices o, 
R = & V eitaÿ+pe), 
(2) Ri= ta Car V eftab+pe), 
Ri Cy, Wetter en, 
on aura 
Mi, Ibe, Es (90, 0, ta ©, )e(aÿ+pe), 
(3) i DR (a, No, ta ey el(ap+ps) | 
Vis Vay Ta (vi, Vg, dat, ) elluÿ+pi), 


les expressions accentuées étant des fonctions linéaires connues de U, 
V, W et de leurs dérivées par rapport a 9. 

Si l’on substitue, les équations (1) qui étaient à dérivées partielles 
deviennent trois équations différentielles linéaires simultanées à coef- 
ficients variables et sans second membre; la première est du troisième 
ordre, la seconde du deuxième, et la troisième du quatrième. 


2" 


du 


fr 
| Ae 


do? 


@U 


A1 
A ae 


Ui ny 


| aU 
Hoo dos 


(6) 


d'U dU 
00 dor + Pro doe + Vo gs oo + t0U + tao Fo F 
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aU 
de 


+B Ab 


A 
+DV + A Foe + Bie + Cs ba 


a CT + D'V +B 


d'U 


er 


d'W 


, &W 
+DiV+M, ED + AG 


No 


i . Ww. t 
ve — + — — Dp'eittv+pt) 


n 


is (Ce UC: 
dS SS pu 


&U 


x GAN 
a Boo dot 


1 dW 1 ! 
LA | (PT OUR NT Ar MT 


+0 + D'U +B 


pad U 
Yoo age do age + 


dv 


di W 


ON. 


+D,V+B 


do +B 


r do or 


ŒU 


dW 


, ŒU 


aw 


TEEN 
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1 À 
re 


aw 


, AV 
ap Ua 


, OW 


2 do? 


Tee eo 


+ 0,57 + D,W=o, 


V AN 


nr BW 


? do? 


‘do 


aw 


+ + DiW=o. 


Les coefficients s’obtiennent sans difficulté, ayant pour facteur une 
des quantités Ce, C,,, Cu,s. La valeur de v;,, qui y entre, est 


We — 8 Gas — Ca ELU + St w) | 


- En éliminant V et ses dérivées entre (4), on trouve 


d'W 


dW 
+ Bo Tr Theo ge es + 690 W Os 


veal 
*00 do 


; ; , aw 
fo U + a0 Ges + Pao Gor 


aw ; 
“do +0,,W=o0. 


AF 


_ 369 
Équations générales. — Si l’on substitue les solutions (2) aux équa- 
tions (1), elles deviennent 


ré 
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En posant 
d'U aU ŒU 
00 7 doe + Boo dy + Yoo dg Bey ite ie + €00 Us P,.(U), 
pa OU au / TT D: 
; %00 Gos + Boo Gor EE PE TP CR + Ce Pow), 


et de même pour W, et éliminant U entre (6), on a finalement l'équa- 
tion ee i= 

C5 Bos Yos dos. Eos Sos Nos Gos tos Kos Pos (W) 

0 Hon Box Vox dou Eos Son os ox Los Ps, (W) 

oO Oo Hog Bos Vos dos £03 Cos = Nos 003 P.3 (Wa 

re) oO oO Hoe Bos Yo2 Gos Eos Cia lok ENS (W) 

1) 0 O° O doi Bos Yor Go, Eos - Cos Pe AW) 

o 


(7) 8=0— oO 0 o (9 Goo Boo Yoo S90 &00 Peo ( W) |, 
Oo, Bos You os fox Son Tos Pos tos Kos P,,(W) 
os As Pos Yos Jos fs Soa os %s Yes Pe3(W) 
0 ° Los «Post Vas Cos, Soa. sex tes) PAR TS 
9 9 O * “Gor Poi. Yor Gos €os Seas Me taste 
0 © 0 6 50 Boo Yoo %0 foo Soo Pso(W) 

ou 


Los — Aq, — A%p3 — Apo — Aq, — Ago, 


’ nt eee RER, UNE ey 
Hy 4 = Egg — Logo — Ag — Aoo- 


Chaque terme du rectangle formé par les dix colonnes verticales et 
les six premières lignes horizontales s’obtient en prenant la dérivée 
par rapport à © du terme au-dessous et en y ajoutant le terme qui 


. : : da | 
suit de la même ligne au-dessous. Par exemple, Bi; = — ne + Bo; 


d 
Dr ie + Bos et ainsi de suite. La même loi s'applique à Ia forma- 


tion fa rae contenus dans le rectangle formé par les dix premieres 
colonnes et les cing dernières lignes. 
On remarquera done qu’en particulier 


TRS nt eee dé 


di! d 
do’ Los = do ? sey art los S00, 


do’ SES Tbs — de 


' 
ky, = 


L’équation (7) est linéaire du neuvième ordre à coefficients variables. 
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Si l’on éliminait W entre (6), on arriverait à une équation semblable 
à © = o, avec la différence que le premier chiffre o des indices des 
coefficients serait remplacé par 2, et les P, 3 CW) et P:;,(W) seraient 
remplacés par P;;(U) et P;; ,(U). 

Quant à V, il s’obtiendra par la première des (4), qui, apres la déter- 
mination de U et W, prend la forme 


dV 
qu'on sait intégrer. 


Conditions aux limites. — Les cloches ont un bord unique qui appar- 
tient à la famille p. Les équations (46, IV) sont donc applicables. 


Quand le bord est libre, les quatre équations de condition prendront 


(9) ( 


— 


la forme 


| aw 
Co Gee Chr ERA, Use Cee V Corde 


abt caw 
de + Ca Ae Te +CusA; W—o, 


dW 
CB; Fe CB + Co, Br ad =F Gy Baer CuoB; a + Cu,2Bs W = 0, 


aw dW 


av ys 
CC: Te + CU + Cu,1 C3 de + Cu, 1 Ca V + Cx,.C; —— de + Cao Ce — de + Cy,.C;W=0, 


' 


TU 
Ca Die + OaaDs Ze + Cu 2D; W+ Cadi 7 + CaD; U + Ca,1D 6V —0. 
P 


DVDs 
fie trois premieres équations détermineront les tants Ca. Ce,’ 
si 
| aU aU aw aW 
A, — do ide +A;U a2 A,V A; —— do, + A; —— AE +A,W 
| eau | dV dw ‘¢ 
0,= Bo +B,U B; ATARI B; —— “do --B, W 0; 
| ew. dW 
Dee QU HSE ced hee +0, 55 +GW 
a | Ag, 


pour 9 = 9). Cette équation @,=o déterminera p°. Il nous reste encore 
une condition, savoir la quatrième (9). Comme l'équation (7) est du 


MOTTE 
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neuvième ordre, nous aurons besoin de huit conditions pour déter- 
miner à une près ses constantes. Une des conditions est celle qui reste 
des conditions aux limites (9). On trouvera une seconde, en exprimant 
que l'intégrale générale de (7) ne devient pas infinie au pôle. Les six 
autres conditions s’obtiendront ainsi dans les deux cas suivants : 


1° Cloche libre. — Dans ce cas, on peut exprimer que le mouvement 
du centre de gravité et les rotations de la cloche autour de ce centre 
sont nulles (car on tiendrait compte à part de ces mouvements d’en- 
semble par les équations relatives aux corps rigides); alors l'impulsion 
totale sera nulle et le mouvement d’ensemble aussi et l’on écrira le 
théorème des quantités de mouvement et de moments (en les égalant 
à zéro). 


2° Cloche immobilisée par le sommet. — On écrira que, pour le pôle 
(9 =o), les trois déplacements et par conséquent u, », æ sont nulles; 
de même, que le plan tangent en ce point (9 =o) ne bouge pas; enfin 
qu'une ligne particulière assignée de la surface moyenne, qui passe par 
le pôle, est immobile. 

Le son fondamental s’obtient toujours quand les lignes nodales mé- 
ridiennes sont au nombre de deux et rectangulaires entre elles; il cor- 
respond donc aa = 2. 

Si l’on choisit comme deuxième méridien origine (Y = 0) le demi- 
méridien qui est pincé ou frappé par le battant ou l’archet, on voit que 
la cloche rend le son fondamental quand les lignes ventrales sont les 
demi-méridiens 


sont les lignes nodales. 
Le premier harmonique s’obtient pour « = 3, et alors les lignes 
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ventrales correspondent à 
T 28 4n 5 
(I ==0; 3 5) 3 9 T, 3 aa a 


ce qui a été confirmé par l’expérience. 
Les PEUR ne nous ont pas donné des lignes odales parallèles, 
mais rien n’assure qu'elles ne puissent pas exister. 


II. — Battements. 


On remarquera que p° est toujours multiplié par > tandis que les 


autres termes ne contiennent pas D, ni wu explicitement; p sera donc 
proportionnel a 5: d’où la loi suivante : 


La hauteur du son est proportionnelle à sa vitesse de propagation dans 
la matière de la cloche. 


On peut démontrer cette loi pour tous les corps homogènes et iso- 
tropes de la nature, tres facilement. 
Supposons maintenant que par le coup d’archet ou du battant la clo- 


che subisse un élargissement dans une partie; elle subira du même coup 


un rétrécissement dans la direction perpendiculaire à la première, et 
la section normale, qui était un cercle, devient une ellipse temporaire. 
En réalité, une cloche n’est jamais de révolution; le rayon, qui était 
constant dans un même parallèle, dépend de Ÿetde deux axes de l’ellipse, 
par conséquent, la hauteur du son en dépendra aussi. A cause de la 
petitesse de la déformation, on pourra traiter les cloches comme étant 
de révolution. Et, comme on l’a vu (Chap. IT), la résistance à la flexion 
et la torsion est très petite; il faut donc nous attendre à des flexions 
et des torsions de la cloche finies par le coup d’archet. A cause de l’el- 
lipticité de la section normale, il est probable qu'il y ait des sons à 
deux périodes très voisines, rendus par les deux molécules de la 


cloche. | 
Transportons-nous au domaine de l'expérience et cherchons ce qu'elle 
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nous montre. Si l’on tapisse de sable la surface intérieure d'une cloche, 
dont l’axe est horizontal et la tige du verre bien encastrée de façon à 
ne pas pouvoir se mouvoir, on voit le sable sauter, et, si l’on frappe la 
cloche sur le demi-méridien diamétralement opposé, en bas se trouve 
la ligne ventrale ) =.7. On voit que cette ligne, au lieu de rester immo- 
bile, se déplace lentement et exécute une série d’osculations autour de sa 
position d'équilibre. Chaque point de cette ligne parait tourner autour 
de l’axe de la cloche; ces oscillations suivent les battements de la 
cloche. Si l’on tourne la cloche de façon à faire coincider tous ses 
méridiens avec le plan vertical, et si l’on répète la même expérience, 
on rencontre deux plans méridiens de la cloche perpendiculaires entre 
eux pour lesquels la ligne ventrale n’oscille pas. Alors les battements 
sont très amoindris. Il est clair que ces deux méridiens sont les sec- 
tions de deux plans de symétrie de la cloche et leurs intersections avec 
un autre plan perpendiculaire à l’axe de la cloche seront les deux axes 
de la section elliptique. Si done on frappe sur l’un des deux plans de 
symétrie, tout est symétrique de part et d’autre du point frappé et les 
sons rendus sont simples. 

En résumé, à côté des vibrations infiniment petites dans les cloches, 
il y a des vibrations à longue période, et les battements proviennent 
de l’ellipticité. 

Ces considérations m'ont amené naturellement à penser que tous les 
autres corps minces, étant en vibration, présentent des battements. En 
effet, en expérimentant sur des plaques planes et d'épaisseur con- 
stante, j’ai reconnu non seulement que les battements existent, mais 
encore que dans la plaque circulaire les lignes nodales subissent un 
déplacement circulaire, autour du centre de la plaque, quand l’inten- 
sité du son est grande. Par exemple, une plaque circulaire métallique 
me donnait des sons durant soixante-quatorze secondes et plus avec 
des battements, mais le déplacement circulaire des lignes droites 
nodales ne se présentait que pendant les trois premières secondes. 
On conçoit sans peine que ce mouvement périphérique de la plaque 
est difficile à se produire, et il faut pour cela que l’énergie ait une 
valeur notable. La seule déformation facile de la plaque est la flexion, 
qui donne des courbures à ses feuillets; mais la plaque ne se courbe 
pas de la même façon partout, de manière qu'il y ait bien une symé- 
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HENRI SAINTE-CLAIRE DEVILLE, 


Par M. D. GERNEZ, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


I. — Le Savant. 


De tous les professeurs que l’École Normale a possédés dans l’ordre 
des Sciences, il n’en est pas qui ait plus contribué à sa grandeur et à 
son illustration que Henri Sainte-Claire Deville. Pendant trente années 
il y a passé toutes ses journées et y a dépensé, sans compter, les trésors 
de son activité, de son intelligence et de son cœur au profit de nom- 
breuses promotions d’élèves et à la gloire de l’École et du pays. Qu'il 
soit permis à l’un de ces élèves, qui a eu le bonheur de le voir de pres 
pendant vingt-six années et qui lui a voué la plus affectueuse admi- 
ration, d'essayer de résumer ce qu'ont pensé ou dit de lui ceux qui 
étaient les plus capables de le comprendre et de l’apprécier. Chef 
d'école éminent et inventeur de génie, il n’a enlevé à la Science que 
le temps nécessaire pour empêcher l'injustice lorsqu'elle lui était 
signalée, réparer un malheur ou faire des heureux. Puisse son exemple 
développer, chez les jeunes gens qui s'engagent dans la carrière scien- 
tifique, le dévouement à la Science, l’une des formes les plus élevées, 
les moins bruyantes et les plus pures de l'amour de la Patrie! 


Étienne-Henri Sainre-Cuatre DEVILLE est né le 11 mars 1818 à Saint- 
Thomas (Antilles). Son père, issu d’une famille originaire de Péri- 
gueux, était un riche armateur qui remplissait dans Vile danoise les 
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fonctions de Consul de France. On le trouvait si prodigue de son temps, 
de ses conseils et de sa fortune qu’on le regardait comme la providence 
du pays. Il eut trois fils : il voulut, selon l'expression de Dumas ur 
« les rendre à leur Patrie ». Deux devaient l’illustrer: l’ainé, Charles, 
comme géologue, élève puis successeur d’Elie de Beaumont au Collège 
de France; le plus jeune, Henri, comme chimiste, successeur de Dumas 
à la Sorbonne, tous deux Membres de l’Académie des Sciences. 

Ils firent leurs études au collège Rollin. Les camarades d'Henri 
Deville (deux, Boulley et M. Ravaisson, furent ses collègues à l'Institut) 
trouvaient déjà dans ce jeune écolier, vif, intelligent, primesautier, 
cette amabilité charmante qui lui a gagné tant et de si solides amitiés. 

Après de fortes études classiques, il suivit son goût pour les Sciences 
physiques et naturelles et fréquenta assidiment les cours de la Faculté 
de Médecine. Il fut, comme les jeunes gens studieux de cette époque, 
attiré par l’enseignement magistral que donnait à la Sorbonne un pro- 
fesseur incomparable qui dans tous les amphithéâtres sut étonner, 
charmer, ravir ses auditeurs. Soit qu’il mit en évidence l’éclat d’une 
découverte, qu’il en déduisit les conséquences, ou que, par une de ces 
vues de génie sur l’avenir devenues aujourd’hui des réalités, il en 
marquat les applications, Dumas trouvait les accents de cette éloquence 
entrainante qui déterminent les vocations. Celle d'Henri Deville et, 
peu d'années apres, celle de M. Pasteur furent parmi tant d’autres 
provoquées par les leçons de l’illustre savant. 

C'est ainsi qu’ Henri Deville s’engagea dans la carrière des recherches 
chimiques. Il ne négligea rien pour avancer dans cette voie. Libre de 
toute préoccupation d’avenir, il installa dans un taudis de la rue de la 
Harpe un laboratoire où il s'appliqua d’abord à répéter les expériences 
de cours dont il avait été témoin et à en étudier tous les détails. Il alla 
plus loin : il s’appliqua à faire naître des réactions dont il saisit vite 
les côtés intéressants et nouveaux. Grace à des efforts continus, il 
acquérait une dextérité manuelle et une habileté qui l’affranchirent de 
tout secours étranger pour la réalisation de dispositifs nouveaux qu'il 
improvisait aussitôt conçus. En même temps il augmentait son fonds 
de connaissances solides, prenait ces habitudes de travail assidu qu'il 


A a + 


(1) Dumas, Eloges historiques de Charles et Henri Sainte- Claire Deville, p.t6% 
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conserva jusqu’à son dernier jour et le goût de l'extrême précision qu’il 
porta dans tous ses travaux. Bientôt il se trouvait entrainé, captivé, 
envahi tout entier par la passion des recherches. Aussi, quand la mort 
de son père et les revers de fortune qu’elle amena vinrent lui enlever 
le luxe qui avait entouré son enfance, la simplicité de ses goûts s’accom- 
moda facilement à ce changement; son caractère enjoué n’en fut pas 
affecté, et il était armé pour conquérir par son seul mérite les plus hautes 
situations scientifiques, les seules qui lui fussent chères. 

La Chimie organique recevait alors de Dumas (1839) l'impulsion 
mémorable à laquelle on doit tant et de si remarquables travaux. La 
loi des substitutions chimiques était mise en évidence de la manière la 
plus nette et la plus triomphante, malgré la résistance de Berzélius, qui 
ne voulait pas se rendre aux arguments révolutionnaires d’un jeune 
homme (c’est ainsi qu’il désignait Dumas) et épuisait en vain à le 
combattre toutes les ressources de son savoir. Les jeunes disciples de 
Dumas s’engageaient à l’envi dans la voie ouverte par le maitre et pro- 
duisaient avec les corps les plus divers des dérivés substitués. 

Henri Deville s’associa à ce mouvement : son premier travail eut 
pour objet l’essence de térébenthine, dont les transformations isomé- 
riques attiraient alors, sans l’épuiser, l’attention de nombreux chi- 
mistes. Il fut soumis à l’examen d’une Commission de l’Académie des 
Sciences composée de Thenard, Pelouze et Dumas. Dans son rapport à 
l Académie, après un exposé des faits découverts par le jeune savant, 
Dumas concluait en ces termes : « Les difficultés du sujet abordé par 
l’auteur, le soin consciencieux qu’il a porté à toutes ses expériences 
et la nouveauté de quelques-uns de ses résultats, ont déterminé la 
Commission à proposer à l’Académie d'insérer son Mémoire dans le 
Recueil des Savants étrangers ('). » C'était pour un jeune homme de 
vingt ans un honneur inespéré : il en sentit toute la valeur et se donna 
désormais tout entier à la Science. 

Les années suivantes ne furent pas stériles : il conquit successive- 
ment les grades de docteur ès Sciences et de docteur en Médecine et 
poursuivit ses recherches dans la voie difficile où il s'était engagé. 
Des résines et des essences il tira le premier éther composé que l’on 


(1) Comptes rendus des séances de l’ Académie des Sciences, t. XII, p. 396. 
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ait extrait d’un produit naturel, le benzoate de méthyle, et un hydro- 
carbure qui devait jouer plus tard un rôle important dans l’industrie 
des matières colorantes tirées de la houille, le toluène. 

Une circonstance heureuse, et qui ne s’est jamais présentée pour 
d’autres, allait changer le cours de ses travaux et, en lui tracant de 
nouveaux devoirs, donner à son activité un plus vif élan. 

On sait que les questions d'enseignement public étaient, à cette 
époque, traitées par le Conseil de l’Université, composé d’un petit 
nombre de personnages illustres dans les Lettres et les Sciences, dont 
nos maîtres nous ont vanté souvent la compétence, l’équité et cette 
activité infatigable qui résulte toujours, chez les honnêtes gens, du 
fait d’une responsabilité personnelle. Les Sciences dépendaient de 
L. Thenard. Sans pitié contre les abus, dur contre les négligences, 
économe des deniers de l’État, il était disposé à toutes les améliora- 
tions et, pour les réaliser, il devenait alors prodigue; du reste, d’une 
bonté proverbiale sous des apparences un peu sévères. Suivant tousles 
concours d’agrégation, au courant de tous les progrès scientifiques, 
dont il était bon juge, il recherchait les jeunes gens qui se vouaient aux 
carrières scientifiques. Sa longue expérience lui permettait de prévoir 
leur avenir et, s’il trouvait en eux Jes indices de ce dévouement à la 
Science qu'il connaissait bien, sans s'inquiéter de leur jeunesse, 
défaut qui disparaît de lui-même, il n’hésitait pas à leur confier les 
postes en rapport avec leur mérite. Ceux qu’il avait distingués pou- 
vaient librement se livrer à leur passion pour la Science, et envisager 
avec tranquillité d'esprit l'étendue de leurs devoirs : ils sentaient que 
tout ce qu'ils feraient de bien serait apprécié. Thenard ne leur ména- 
geait pas, en effet, les encouragements et, au besoin, il savait les sou- 
tenir par les procédés les plus ingénieux contre le mauvais vouloir 
d’administrateurs incompétents ('). 


(1) Témoin laventure suivante arrivée à un de nos maîtres : 

Thenard avait fait envoyer au collège royal de Marseille, en qualité de professeur de 
Mathématiques spéciales, un jeune agrégé sorti de l'École Normale, grand, timide, modeste 
mais consciencieux, dur au travail et d’une intelligence qui le conduisit à l'Académie des 
Sciences. 

Le proviseur se plaignit vivement d’avoir, comme professeur de la classe la plus im- 
portante de son collège, un jeune homme qui ne se distinguait, à première vue, de ses 
élèves, que par sa timidité. Thenard, informé de ces réclamations, part pour Marseille, 
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Ayant à organiser la Faculté des Sciences de Besançon, que l’on 
venait de créer, il n’hésite pas à envoyer trois jeunes gens, dont il avait 
bien prévu la brillante carrière (tous trois se retrouvèrent plus tard à 
l’Académie des Sciences) : Puiseux pour les Mathématiques, Delesse 
pour la Géologie et, pour la Chimie, Henri Deville, qu’il donna à ses 
collègues comme doyen, au commencement de 1845. 

Dans ces nouvelles fonctions, ce jeune doyen de 26 ans répondit 


aux espérances de tous. L’Administration municipale de Besançon lui 


demanda de faire l'analyse des eaux du Doubs et des sources qui 
coulent dans les environs de la ville, en vue de s’éclairer sur leur 
valeur au point de vue de l’alimentation et de l'hygiène publiques. 
Bien que ses travaux de Chimie organique ne l’eussent pas préparé aux 
opérations qui devaient conduire à la solution du problème proposé, 
il accepta cette besogne ingrate et pénible et s’y appliqua avec l’intel- 
ligence pénétrante et l’ardeur qu’il apportait à toutes ses recherches. 

Il fit d’abord l’essai des procédés d'analyse usités, réussit à les per- 
fectionner, puis, étendant ses investigations à l’examen des eaux de 
diverses origines, il mit en évidence la présence constante de sub- 
stances qui n’avaient pas jusqu'alors fixé l’attention des plus habiles, 
les azotates et la silice. Ce long travail ne pouvait être apprécié, à sa 
valeur, que des agronomes : Boussingault ne manqua pas d’en signaler 
l'importance. 

Une brillante expérience, que son extrême finesse d'observation le 
conduisit à imaginer et que son habileté dans le travail du verre lui 
permit de réussir, eut beaucoup plus de retentissement. À cette époque 
(1849), un chimiste célèbre, dont les vues théoriques, ardemment 
soutenues, ont provoqué bien des discussions et stimulé fructueuse- 
ment les chercheurs, Gerhardt, considérant les acides polybasiques, 
c’est-à-dire ceux qui peuvent former plusieurs sels avec le même métal, 


arrive au collège, prend, devant tout le personnel assemblé, le jeune professeur sous le 
bras et se promène pendant quelque temps avec lui, en affichant tous les dehors de la plus 
parfaite intimité. Dès lors, le professeur fut trouvé excellent par le proviseur comme il 
l'avait été déjà par ses élèves. | | 
Thenard avait sans doute eu connaissance du jugement porté par le proviseur du collège 
qui eut l'honneur de compter le célèbre Chevreul parmi ses professeurs. « M. Chevreul, 
disait ce fonctionnaire, ça n’a pas d'avenir; que voulez-vous faire d’un jeune homme qui 


passe sa vie à analyser le beurre et la chandelle? » 
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tels que les acides sulfurique, phosphorique, etc., faisait remarquer 
que tous étaient connus à l’état anhydreet ilse laissait aller à soutenir, 
non sans quelque solennité, que les acides qui forment un sel unique 
avec un métal ne peuvent être obtenus anhydres. Henri Deville, que 
les conceptions théoriques n’ont jamais assez ébloui pour l'empêcher 
de voir avec quelle facilité elles passent et se transforment, se garda 
bien d'intervenir dans la discussion pour faire ressortir le côté faible 
du raisonnement de Gerhardt. Il se mit à l’œuvre, réussit à préparer 
l’anhydride azotique et en envoya, dans des ballons de verre scellés, des 
cristaux incolores à Dumas qui les montra dans son cours à la Sorbonne, 
aux applaudissements de l'auditoire. Cette découverte inattendue fut 
comme un coup de théâtre qui fixa sur Henri Deville l'attention de tous 
les chimistes. Elle eut aussi un autre résultat imprévu, mais heureux, 
en amenant Gerhardt à modifier sa conception des anhydrides. II les 
supposa formés de deux molécules d’acide associées avec perte d’une 
molécule d’eau et imagina un procédé général de préparation de ces 
corps. L'expérience montra l’exactitude de ces vues nouvelles et 
Gerhardt eut la gloire de réaliser pour la première fois, non sans com- 
promettre gravement sa santé, les anhydrides organiques. 

Peu de temps après, Balard, qui depuis six années avait, dans son 
enseignement à l'École Normale, donné aux études chimiques une sé- 
rieuse impulsion, était nommé au Collège de France (1851) et laissait 
vacante la place de Maitre de Conférences. On l’offrit à Henri Deville : 
c'était une succession fort honorable, mais les émoluments, qui étaient 
de 3000", auraient pu faire reculer le doyen de la Faculté de Besançon 
à qui des revers de fortune et les charges d’une famille déjà nom- 
breuse donnaient de graves préoccupations. Il accepta pourtant sans 
hésiter la situation qui lui était offerte, plein de confiance en l'avenir 
et heureux de se retrouver dans un milieu où il se savait aimé et où il 
prévoyait qu'il pourrait librement poursuivre ses travaux. 

I sentait aussi que les éleves ne lui manqueraient pas, qu’il pour- 
ait leur donner des conseils avec libéralité, les faire entrer, non sans 
profit pour la Science, dans des vues qui lui semblaient fécondes, 
bref, qu’il allait lui aussi devenir chef d’école et organiser un labora- 
toire de recherches chimiques. 


Le moment était du reste des plus favorables : peu d’années aupara- 
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vant, existait encore à Paris un laboratoire célèbre, celui que Dumas 
avait créé à l'École Polytechnique, transporté ensuite rue Cuvier, où 
pendant dix ans il l’avait entretenu à ses frais. Pendant vingt-cinq 
années, le Maitre l’avait libéralement ouvert à un certain nombre de 
jeunes chimistes heureux de l’assister dans ses recherches et de tra- 
vailler sous sa direction : leurs noms évoquent les plus importants 
progres de la Chimie moderne : Boullay, Laurent, Peligot, Wirtz, 


* Cahours, Malaguti, F. Le Blanc, Bouis, etc., et, parmi les étrangers, 


Stas, Piria et Melsens. Mais des événements politiques étaient sur- 
venus (1848) qui avaient amené Dumas dans les Conseils du Gouver- 
nement et à la tête de grands services publics; ses collaborateurs s’é- 
taient dispersés et le laboratoire avait été fermé. 

Moins de trois ans après, Henri Deville, rappelé à Paris sur la 
proposition de Dumas, créait le laboratoire de l'École Normale, où il 
devait travailler pendant trente années, propager ses méthodes et con- 
server ses traditions. 

Il ne faut pas considérer, dit Dumas (‘}, la situation d’un chef 
d'école, s’il s’agit des beaux-arts, d’un directeur de laboratoire, s’il 
s’agit de science expérimentale, comme une fonction où il suffirait de 
s’entourer d’élèves intelligents, laborieux et de les aider des conseils 
d’une expérience bienveillante. Ce n’est pas ainsi que les choses se 
passent. Le chef de laboratoire ou d’atelier doit donner l’exemple de 
l’assiduité : tout entier à sa tâche, patient, travaillant de ses mains, le 
premier à la besogne et le dernier. Il faut que les élèves puissent 
s’honorer de leur maitre; que des découvertes remarquées, des idées 
nouvelles mises en mouvement ou des chefs-d’ceuvre applaudis, 


appellent sur son école l’attention du monde savant ou celle des 


hommes de goût. Sous une semblable influence, les dévouements se 
réunissent, les imaginations s’exaltent, des générations animées d’un 
même esprit marchent avec ensemble à la conquête du vrai dans la 
Science ou du beau dans l'Art : c’est à ce prix seulement qu’on fonde 
une école, qu’on est un maitre et un maître aimé, si aux dons de l’in- 
telligence, imposant la confiance et le respect, on ajoute cette bonté 
souveraine du cœur, source ineffable de l’affection. 


(1) Dumas, Éloges de Charles et Henri Sainte-Claire Deville, p. 22. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. S.2 
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Henri Deville ne s’est soustrait à aucune de ces obligations; il a 
réalisé avec éclat toutes ces conditions. Renoncant de bonne heure aux 
distractions dont la vie de Paris est si prodigue, il se proposa, et il 
tint parole, de consacrer ses journées au travail matériel, ses soirées 
à la réflexion. Le dimanche, ses élèves et ses amis, réunis à l’École 
Normale, assistaient à la répétition des expériences qu'il avait ima- 
ginées ou de celles dont on voulait le rendre témoin. Géomètres, 
physiciens, chimistes, naturalistes, industriels, philosophes, histo- 
riens, gens de lettres et gens du monde, chacun se plaisait dans ce 
milieu sans prétention, ouvert à toutes les hardiesses, fermé à toutes 
les idées fausses. 

» Dès le moment où il entra dans ce laboratoire de l’École Normale, 
jusqu’à celui où la maladie à laquelle il devait succomber vint l’en 
éloigner, il s’y montra le plus assidu, le plus simple, le plus heureux 
de ceux que l’amour de la Science y réunissait. Toute morgue en était 
bannie, une camaraderie charmante y régnait; une gaieté franche et 
communicative en écartait les discussions. On sortait de la content 
des autres et de soi-même; on avait appris quelque chose; on avait 
fourni son contingent au progres; on s’était vu entouré de grands ta- 
lents et d’éminents esprits, ne marchandant pas l’éloge, prompts à 
admiration, étrangers à l'envie, ignorant la jalousie et pratiquant la 
plus large tolérance. Ces souvenirs seront l'honneur éternel de l’École 
Normale. 

L'École Normale, ignorée des chimistes jusqu’à ce moment, 
devint ainsi, sous l’influence d'Henri Deville et de son école, l’un des 
principaux centres, dans le monde entier, du haut enseignement de 
cette science et l’une des sources les plus fécondes en nobles vérités. 


La Chimie minérale, qu’on disait épuisée, vint s’y rajeunir et briller 


d'un grand éclat. » , 

Voila ce que fut pour tout le monde cet homme incomparable. Les 
élèves de l'École Normale, arrivés la plupart de la province, les uns 
directement, les autres après quelques années de stage dans un lycée 
de Paris, éprouvaient à leur entrée dans cette maison, avec la vision 
vague des hommes célèbres dont les noms leur avaient été répétés 


pendant leurs études, les impressions que M. Pasteur a si éloquem- 
ment analysées. 
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« Il y a, dit-il, dans la jeunesse de tout homme de science et sans 
doute de tout homme de lettres, un jour inoubliable où il a connu à 
plein esprit et à plein cœur des émotions si généreuses, où il s’est 
senti vivre avec un tel mélange de fierté et de reconnaissance que le 
reste de son existence en est éclairé à jamais. Ce jour-là, c’est le jour 
où il s’approche des maîtres à qui il doit ses premiers enthousiasmes, 
dont le nom n’a cessé de lui apparaitre dans un rayonnement de gloire. 


. Voir enfin ces allumeurs d’âmes, les entendre, leur parler, leur vouer 


de près, à côté d’eux, le culte secret que nous leur avions si longtemps 
gardé dans le silence de notre jeunesse obscure, nous dire leur dis- 
ciple et ne pas nous sentir trop indignes de l’être! Ah! quel est donc 
le moment, quelle que soit la fortune de notre carrière, qui vaille ce 
moment-là et qui nous laisse des émotions aussi profondes? (!) » 

Et si l’homme illustre qui a occupé notre imagination descend des 
hauteurs où elle l’avait élevé pour se mettre au niveau des plus hum- 
bles; si au lieu d’un front olympien nous trouvons un frais visage, 
illuminé par un regard pétillant de finesse et éclairé par un sourire 
d’une exquise douceur; si au lieu d’un juge bienveillant que nous 
nous plaisions à espérer nous ne trouvons plus qu’un ami, presque un 
père, quels doivent être l’émotion d’une telle entrevue et le charme 
d’un tel commerce! Cette émotion, Henri Deville l’a fait éprouver à de 
nombreuses promotions d'élèves de l’École Normale. 

Tout ce qu’un jeune homme passionné pour la Science peut 
souhaiter, il le trouvait en lui: un critique plein de sagacité, un esprit 
ouvert à tous les progrès et d’une logique inflexible, un conseiller 
d’une sagesse consommée et d’une entière discrétion, un protecteur 
d’un désintéressement absolu et d’une libéralité inépuisable. Faut-il 
s’étonner si tous ceux qui l’ont approché ont eu pour lui l’affection la 


plus vive et ont considéré son amitié comme le plus grand honneur de 


leur vie? 

Arrivé à l’École Normale, Henri Deville trouve quelques salles 
presque vides d’instruments, des collections formées de bocaux d’é- 
chantillons de produits industriels recueillis par Balard après les Ex- 
positions et, pour faire face aux dépenses, un crédit dérisoire de 


1) Réponse au discours de réception à l'Académie française de M. J. Bertrand. 


S.12 D. GERNEZ. 


1800" par an. Il se met à l’œuvre avec ardeur, prend possession des 
locaux affectés au service de la Chimie, médite, pour les agrandir, des 
procédés d’annexion qu’il réalisera plus tard, installe les appareils 
indispensables, organise son enseignement, dirige le travail des élèves 
et poursuit ses découvertes. . 

Les deux premières années furent remplies par des études sur les 
carbonates, et par de nombreuses déterminations analytiques. 

Depuis les recherches qu’il avait poursuivies à Besançon, il avait 
attentivement pratiqué dans leurs diverses applications les deux mé- 
thodes analytiques usitées, la voie sèche et la voie humide. Il en avait 
reconnu les points faibles et les avait trouvées à la fois insuffisantes 
et incertaines. Une discussion minutieuse et savante, éclairée par 
d’heureuses tentatives, l’amena, après de nombreux essais, à en 
proposer, sous le nom de voie moyenne, une nouvelle qui participe 
de la nature des deux autres. Ce qui la caractérise, indépendamment 
de la généralité de son application, c’est l'emploi exclusif de réactifs 
volatils dont l'excès peut facilement être éliminé et la détermination 
isolée de tous les éléments du corps à analyser : de là, suppression 
des dosages par différence et contrôle sérieux des opérations. 

Elle convient merveilleusement à l’analyse des silicates naturels, 
composés, pour la plupart, très complexes, insolubles dans l’eau, non 
attaqués par les acides et difficilement fusibles. L’addition d’un poids 
connu de chaux pure les transforme en verres homogènes fusibles au 
rouge vif, décomposables après pulvérisation par l’acide nitrique, qui 
les transforme en silice pure insoluble et en azotates solubles que 
l’on décompose par la chaleur et dont on sépare les bases. 

Cette méthode ne pouvait être appréciée à sa valeur que par des 
analystes habiles ; il est regrettable qu’elle n’ait pas eu la notoriété 
qu’elle mérite, car les services qu’elle a rendus au laboratoire de 
l’École Normale sont de premier ordre : son application à l'analyse 
des silicates est un des meilleurs exercices que l’on puisse proposer à 
ceux qui s'engagent dans la pratique de Chimie, car elle leur permet 
de constater, par la vérification des résultats, s’ils sont capables de 
mener à bonne fin une série, quelquefois très compliquée, d’opéra- 
tions délicates. 

Tous ceux qui ont travaillé dans le laboratoire d'Henri Deville ont 
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dû résoudre ce premier problème avant d’aller plus loin. Guidés par 
un maitre qui n'a jamais rien affirmé qu’il ne pit prouver par une 
analyse, ils trouvaient dans l’application de cette méthode le moyen 
de jalonner, par des déterminations précises, les diverses étapes d’une 
recherche, de reconnaitre les inadvertances dont nul, même le plus 
soigneux, n’est exempt, de diriger avec sécurité leurs expériences et 
d'arriver à des résultats dignes de confiance. 

L'application répétée de cette méthode a produit un résultat très 
important pour son auteur : elle lui a permis de pénétrer plus avant 
dans l’étude des réactions de la Chimie minérale, d’en déméler la com- 
plexité et de prouver, par des analyses délicates, que les propriétés 
qu on avait décrites comme caractérisant un certain nombre de métaux 
non communs devaient être attribuées à la présence de corps formés 
en même temps qu'eux. La première chose à faire pour une étude sé- 
rieuse de ces métaux était de trouver les moyens de les purifier. Dans 
cette vue, il se livra alors à la recherche de nouveaux procédés d’in- 
vestigation et de contrôle : la Chimie minérale, dont le champ d’études 
semblait épuisé, lui donna bientôt une abondante moisson de faits 
importants et imprévus. Ses premiers travaux dans cette voie eurent 
pour objet l'aluminium. 

Il existe dans un grand nombre de localités, et en quantités pour 
ainsi dire illimitées, une substance, l’argile, contenant presque le 
quart de son poids d’un corps que Lavoisier avait prévu être métal- 
lique : ni les procédés métallurgiques ordinaires, qui utilisent l’action 
réductrice du charbon, ni la méthode électrolytique de Davy, ni l’ap- 
plication du procédé employé par Berzélius pour l'extraction du sili- 
cium, et par Gay-Lussac et Thenard pour celle du bore, n'avaient 
permis d'isoler ce métal. En 1827, Wohler, chauffant dans un creuset 
de platine du chlorure d’aluminium avec du potassium, obtint un pro- 
duit pulvérulent qu’il décrivit comme décomposant l’eau à 100°, pre- 
nant feu lorsqu’on le chauffe au contact de lair et très altérable à tous 
les acides. Il ne vint à l’idée de personne que cette poudre, qu’on an- 
nonça comme étant l'aluminium, fût susceptible de se prêter à aucune 
application. Dix-huit ans après, Wôhler, revenant sur cette expérience, 
avait réussi à obtenir des globules dont la grosseur était au plus celle 
d’une tête d’épingle, mais manifestement métalliques. Il n’en mit pas 
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en évidence les remarquables propriétés; aussi ce second travail ne 
fixa pas l’attention des chimistes et Henri Deville l’ignorait lorsque, 
en vue de rechercher si l’aluminium n’était pas susceptible de donner, 
comme le fer, un protoxyde et des composés qui pourraient s’en dé- 
duire, il essaya de décomposer le chlorure d'aluminium par le potas- 
sium pour arriver à un composé d'aluminium contenant moins de 
chlore. Il ne trouva pas le protochlorure cherché, mais il obtint, dans 
une masse de chlorure double d'aluminium et de potassium, des glo- 
bules volumineux d’un métal blanc, brillant, inaltérable à l’air, même 
aux plus hautes températures, ne décomposant pas la vapeur d’eau, 
résistant parfaitement au salpêtre et au soufre en fusion, ainsi qu’aux 
acides sulfhydrique et azotique, et décomposant l’acide chlorhydrique 
et la potasse avec dégagement d'hydrogène. Les propriétés physiques 
de ce métal n'étaient pas moins remarquables et Henri Deville avait 
immédiatement saisi l'importance de cette découverte. « On com- 
prendra, dit-il en l’exposant à l’Académie des Sciences ('), combien 
un métal blanc et inaltérable comme l’argent, qui ne noircit pas à 
l'air, qui est fusible, malléable, ductile et tenace, et qui présente la 
singulière propriété d’être plus léger que le verre (densité = 2,56), 
combien un pareil métal pourrait rendre des services s’il était possible 
de l'obtenir facilement. Si l’on considère, en outre, que ce métal 
existe en proportions considérables dans la nature, que son minerai 
est l’argile, on doit désirer qu’il devienne usuel. » 

Les minimes ressources du laboratoire de l’École Normale ne lui 
permettaient pas de poursuivre ses recherches ; l’Académie des Sciences 
mit à sa disposition les fonds nécessaires et bientôt les procédés de 
préparation et de purification de l’aluminium étaient assez perfection- 
nés pour que leur importance ne put être contestée. 

Cependant on avait essayé de déprécier sa découverte en lui repro- 
chant d’avoir passé sous silence le second travail de Wohler : c'était 
mal connaître la droiture de son caractère et la perspicacité de son 
talent. Pour répondre à ces attaques, non seulement il proclama 
hautement le mérite de l’illustre chimiste de Gôttingue, mais de plus 
il fit connaître la nature des produits qui avaient pris naissance dans 


(1) Comptes rendus, t. XXXVI, p. 279; 6 février 1854. 
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les expériences de Woéhler, expliqua pourquoi ils différaient par leurs 
propriétés de ceux qu’il avait obtenus lui-même, mit en évidence le ta- 
lent exceptionnel qu’il avait fallu déployer pour obtenir des globules 
métalliques avec les petites quantités de matière employées, et, dès 
qu’il eut préparé un poids suffisant d'aluminium, il en fit frapper une 
médaille sur laquelle fut gravé le nom de Wohler avec la date (1827) 
de son premier travail et la lui envoya. La délicatesse de cet hommage 


. toucha vivement celui auquel il s’adressait : ce fut l’origine de l'amitié 


qui lia ces deux grands chimistes et de leur collaboration à d’impor- 
tantes recherches. 

Sûr de ses procédés de préparation, Henri Deville entreprit de les 
faire passer dans la pratique industrielle en leur donnant la forme la 
plus simple et la plus économique. On ne saurait se figurer ce qu’il a 
fallu d’assiduité, d'énergie et d'intelligence pour résoudre ce difficile 
problème : imaginer les appareils, les faire exécuter et souvent y 
mettre la main, parer aux accidents, profiter des insuccès; l’activité 
infatigable d'Henri Deville suffit à tout. 

Il s’agissait d’abord de préparer le chlorure d'aluminium, composé 
éminemment altérable à l’air humide, et de lui enlever le chlore par 
un métal alcalin. Le seul de ces métaux que l’on eût alors, le potas- 
sium, coûtait goo" le kilogramme, il était d’une préparation capricieuse 
et d’un maniement dangereux. Quant au sodium, qui n’existait dans 
les collections que sous forme de rares globules, son prix était estimé 
2000" le kilogramme. Il fallait au moins 4* de potassium pour pro- 
duire 1*8 d’aluminium; 2",5 de sodium devaient suffire à donner le 
même résultat. Henri Deville essaya le sodium et reconnut qu'il se 
prêtait à la réaction aussi bien que le potassium, en perfectionna la 
préparation à tel point que le prix de revient fut immédiatement 
abaissé à rof le kilogramme; il montra de plus que le métal pouvait 
être fondu à l’air libre, coulé en lingots et était d’un maniement com- 
mode et sûr. 

* Henri Deville avait du reste toutes facilités pour se livrer à ces études, 
qui avaient fixé l'attention du chet-de l'État sans qu'il Pent sollicitée, 
et dont il parlait comme d'un simple pas en avant qu'il avait fait faire 
à la question. « Après quatre mois de travaux en grand, entrepris 
sans responsabilité de ma part, par conséquent avec la tranquillité et 
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le repos d’esprit qui manquent souvent à l'industriel, sans la préoccu- 
pation des dépenses supportées par S. M. l'Empereur dont la généro- 
sité m'avait laissé toute latitude, encouragé chaque jour par un 
homme de science distingué, M. le commandant Favé, officier d’or- 
donnance de l'Empereur et professeur à l’École Polytechnique, j'espère 
avoir fait avancer la question économique ('). » En réalité, les expé- 
riences entreprises en grand à Javel, poursuivies au laboratoire de 
l'École Normale, transformé pendant quelque temps en usine, ame- 
nèrent la solution complète du problème. Comme matière première, 
on employa la bauxite, qui contient 46 pour 100 d'aluminium et que 
les départements du Midi de la France continuent à fournir. Il fallait 
éliminer le fer de ce composé, puis le convertir en produits plus aptes 
à fournir le métal et pour cela le transformer en aluminate de soude, 
séparer l’alumine pure et en faire le chlorure double d'aluminium et 
de sodium. C'était une industrie nouvelle à créer; elle fut si bien 
conçue dès le début que rien n’y a été changé depuis. Pour décomposer 
le chlorure double un métal alcalin était nécessaire : Henri Deville 
créa la préparation industrielle du sodium; enfin, après la réaction, 


les particules métalliques restaient isolées jusqu’à une température. 


très élevée; il trouva le fondant qui facilite la séparation du métal : c’est 
la cryolite du Groenland, qui est encore mise en œuvre aujourd’hui. 
Le premier kilogramme d’aluminium obtenu avait coûté plus de 
30000"; le métal préparé en grand fut d’abord vendu 300", son prix 
baissa assez vite jusqu’à roof, et pendant 35 ans, malgré les nombreux 
essais pour remplacer les matières premières, les réactions et la forme 
des appareils, il a fallu s’en tenir aux indications qu’Henri Deville 
avait données à l’origine. Si le métal n’a pas pris encore dans les 
applications la place importante que lui assignent ses propriétés ex- 
ceptionnelles, cela tient aux opérations multiples qu’il fallait réaliser 
pour l’obtenir et qui ont maintenu son prix à un chiffre qui en res- 
treint singulièrement les usages. Mais, depuis que l’emploi des mé- 
thodes électriques permet de l'obtenir à moins de 6f le kilogramme, 
on commence a l'utiliser pour les propriétés qu’Henri Deville a le pre- 
mier signalées. Du reste, il n’est pas sans intérét de faire remarquer que 


(*) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLVI, p. 419. 
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ces procédés électriques, il les avait essayés avec succes; il avait ob- 
tenu de l’aluminium par l’électrolyse du chlorure double d’aluminium 
et de sodium (') et aussi par l’électrolyse d’un mélange de sel marin 
et de cryolite naturelle ou artificielle en fusion (?). Le prix de revient 
de l’électricité, qui était alors très élevé, ne lui avait pas permis d’en 
recommander l'emploi. Les conditions économiques du problème sont 
maintenant renversées et il est permis de prendre au pied de la lettre 
les paroles prophétiques prononcées il y a onze ans par Dumas (°) : 
« Nous assistons à l’aurore de son introduction dans les habitudes de 
l'espèce humaine, mais ses qualités et sa prodigieuse abondance le 
rendent propre à un si grand nombre d’usages qu’un jour ce sera le 
plus usuel et le plus répandu des métaux. On se rendra compte alors 
du service rendu à la civilisation, par un des plus nobles efforts de la 
Science, un des plus désintéressés et des plus dignes d’admiration. » 

Ces travaux sur l’aluminium avaient mis Henri Deville en rapport 
avec le Chef de l'État qui apprécia vite cet homme droit, spirituel, 
dévoué à la Science, d’un désintéressement absolu, le consulta souvent 
sur la valeur des inventions qui lui étaient proposées et eut en lui une 
confiance d’autant plus entière, que celui qui en était l’objet n’en usa 
jamais dans un intérêt personnel. L'influence qui en résulta tourna 
tout entière au profit de la Science; elle permit à Henri Deville de 
triompher dans la lutte incessante qu’il poursuivait contre la routine 
administrative d’alors, opposée obstinément à la création de ces grands 
laboratoires où se préparent et se réalisent les progrès scientifiques 
qui sont l'honneur du pays et, par leurs applications, en assurent la 
prospérité. I finit par vaincre les résistances et par organiser, à l’École 
Normale, le premier grand laboratoire de nee où les décou- 
vertes se succédèrent, sans interruption, jusqu’à sa mort. Ce fut l’ori- 
gine d’autres laboratoires célèbres, que les pouvoirs publics actuels 
ont eu la sagesse de développer et de multiplier. 

Henri Deville venait de doter les chimistes d’un métal dont les 
réactions étaient nouvelles et avait mis à leur disposition du sodium à 


(1) Comptes rendus, t. XXIX, p. 325 et 326 (14 août 1854). 
(2) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLVI, p. 449. 
(3) Dumas, Eloges historiques de Charles et Henri Sainte-Claire Deville, p. 26. 
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bon marché; il fut naturellement le premier à utiliser ces précieux 
moyens d'investigation pour la solution d’autres problèmes. 

On savait depuis longtemps que le sodium est un réducteur des plus 
énergiques; il reconnut que l’aluminium lui est comparable sous ce 
rapport, et que de plus il peut être utilisé comme dissolvant de diverses 
substances aux températures élevées. En collaboration avec Wôbhler, 
il obtint, par l’action de l’aluminium sur l’acide borique, des produits 
remarquables par leur éclat et leur transparence. Ces corps sont telle- 
ment durs qu'ils rayent le diamant : les auteurs les signalèrent comme 
capables de remplacer l’égrisée dans la taille de cette gemme. Des ex- 
périences, faites à Paris par Froment, à Amsterdam par Voorzanger, 
furent tout à fait probantes. Décrits d’abord comme étant du bore pur, 
ils furent reconnus bientôt, par les auteurs eux-mêmes, après des ana- 
lyses soignées, comme constitués par des composés où le bore était 
associé à l'aluminium et au carbone. Entre autres résultats intéres- 
sants, ils avaient aussi découvert que le bore amorphe, qui brûle si 
vivement dans l’oxygene, s’unit aussi directement à l’azote et peut 
ainsi absorber les deux principaux éléments de l'air. 

La vapeur de chlorure de silicium passant sur de l’aluminium chauffé 
donna à Henri Deville le silicium graphitoide. Plus tard avec Henri 
Caron, habile officier du Génie (‘), il obtint ce corps sous forme de 
cristaux purs en ajoutant un excès de zinc au mélange de sodium et de 
fluorure double de silicium et de potassium qui, par la chaleur, donnerait 
le silicium amorphe. Ce corps se dissout peu à peu dans le zine qui, 
pendant le refroidissement, l’abandonne au rouge sous forme de cris- 
taux faciles à purifier. En prolongeant l’action de la chaleur, on élimine 
le zinc par évaporation et il ne reste que du silicium fondu que l’on 
coule en lingots. 

D’autres recherches, exécutées aussi avec H. Caron, devaient avoir 
un heureux résultat : le magnésium isolé pour la première fois en 1831 
par Bussy était une rareté de collections. Après les perfectionnements 
qu'ils apportèrent à sa préparation : substitution du sodium au potas- 
sium, emploi d’un fondant et de quelques tours de main qu’ils indi- 


(*) Directeur du laboratoire de Chimie du Dépôt central de l’Artillerie, promu depuis 
colonel. 
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quèrent pour rassembler le métal et le purifier par distillation, sa prépa- 
ration devint industrielle et l’on eut bientôt du magnésium en lingots, 
en poudre, en fils et en rubans. L'expérience de l'éclair au magnésium 
par projection de la poudre de ce métal dans une flamme, que l’on a 
tant utilisée pour les usages photographiques, est décrite dans ce 
travail (1). 

En poursuivant ces diverses recherches, Henri Deville s'était vite 
aperçu de l'insuffisance des moyens de chauffage utilisés dans les 
laboratoires et s'était appliqué à imaginer des appareils qu’il combi- 
nait ingénieusement et ne cessait de perfectionner pour les adapter à 
leurs destinations successives. Pour la pratique de sa méthode d'analyse 
qui exigeait le chauffage d’un creuset de platine au rouge vif, il avait 
inventé une lampe forge alimentée par un mélange d’essence de téré- 
benthine et d'alcool qui, en quelques minutes, donnait la température 
voulue et permettait de la soutenir tout le temps nécessaire ; peu 
après, il remplaga les vapeurs combustibles par un mélange d’air et de 
gaz d'éclairage et le soufflet de forge par une trompe de son invention 
mise en jeu par une prise d’eau. 

Plus tard, en vue de réactions eftectuées sur de plus grandes quan- 
tités de matière, il installa des fourneaux à coke en terre réfractaire 
où lair était insufflé par un ventilateur. Enfin, pour éviter l’encrasse- 


ment des grilles par le laitier que donnent les cendres des combustibles 


ordinaires, il fit usage du charbon des cornues d’usine à gaz, qui brûle 
sans résidu; le tirage était produit par une véritable cheminée d'usine 
et par un ventilateur qu’actionnait une machine à vapeur. Il atteignait 
ainsi des températures inconnues jusqu alors dans les laboratoires, et 
pouvait les maintenir un temps assez long pour que l’intérieur des 
appareils parvint à la température maxima nécessaire à la production 
des réactions. 

A l’aide de ces appareils, il prépara, pour la première fois, à l’état 
de pureté et sous forme de culots relativement volumineux, les métaux 
les moins fusibles : le manganèse et le chrome, en réduisant leurs 
oxydes par le charbon de sucre; le nickel et le cobalt en chauffant leurs 
oxalates aussi purs que possible. L'opération s’effectuait dans des 


(1) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXVII, p. 345. 
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doubles creusets de chaux ou de magnésie qui ont la propriété de 
retenir la silice et autres substances acidifiables. Le chrome ainsi 
obtenu est d’une dureté extrême; le nickel, une fois et demie plus 
tenace que le fer, se travaille bien au rouge comme lui mais s’oxyde 
moins; le cobalt présente une ductilité et une malléabilité qu'on ne 
lui connaissait pas, et sa ténacité, tout à fait exceptionnelle, est 
presque exactement le double de celle du fer. Ces résultats attirèrent 
l'attention sur ces métaux auxquels on trouva d'importantes applica- 
tions. 

Pour les opérations qui nécessitent les plus hautes températures, 
Henri Deville employa les creusets en graphite additionné d'un peu 
d'argile, et des tubes ou des creusets de charbon de cornue qui peu- 
vent résister à la chaleur des foyers les plus énergiques, à la condition 
d'être garantis par une double enveloppe contre l’action oxydante de 
l'air. 

Ces appareils divers furent particulièrement utilisés dans une im- 
portante série de recherches qui avaient pour objet la reproduction 
artificielle des minéraux et qui, à elles seules, auraient suffi à illustrer 
son auteur. Non seulement il donna des procédés élégants et nouveaux 
pour obtenir un grand nombre d’espèces cristallines naturelles et en 
préparer d’autres non encore trouvées dans le sol; mais, de plus, il 
décrivit si nettement certaines variétés nouvelles qu’il a suffi de reviser 
les échantillons de collections pour les trouver; en outre, il fit connaître 
le mécanisme d’un grand nombre de réactions qui semblaient tout à 
fait inexplicables et qui ont dû intervenir dans la production d’un 
grand nombre de phénomènes naturels. 

Pour en donner une idée, considérons une des expériences de Henri 
Deville : il met dans un tube de porcelaine du sesquioxyde de fer 
amorphe, il le chauffe au rouge et fait passer dans le tube un courant 
tres lent d'acide chlorhydrique. Ce gaz sort de l'appareil sans modifi- 
cation appréciable et en quantité égale à celle qui est entrée; mais, si 
on arrête l'expérience, on trouve dans le tube du sesquioxyde de 
fer cristallisé (fer oligiste) un peu au delà de l'endroit où l’on a mis 
Voxyde amorphe, qui semble s'être déplacé par volatilisation:; or il est 
absolument fixe à cette température. C’est ce phénomène que l’on a 
désigné sous le nom de volatilisation apparente. 
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« Certainement, dit Henri Deville, si j’avais voulu, au début de mes 
expériences, considérer tous ces phénomènes comme dus à ce qu’on 


appelle une action de présence, en rapporter la cause à cette force 


catalytique dont l'emploi est si commode, parce que sa définition est 
aussi élastique qu’on le veut, je n’aurais pas été contredit ('). » Mais il’ 
repugnait à sa nature droite et à son esprit critique très délié de donner, 
sans y croire, des explications reposant sur des hypothèses mal définies 
et c'est en fixant longtemps ses méditations et ses expériences sur des 
phénomènes de ce genre qu'il reconnut qu’ils dépendaient du fait 
général de la dissociation, sa plus brillante découverte. La volatilisa- 
tion apparente s’interprète alors facilement. L’acide chlorhydrique agit 
sur le sesquioxyde de fer amorphe qu’il emporte à l’état de perchlorure 
de fer volatil et de vapeur d’eau (et, en effet, si par une aspiration 
rapide on entraîne brusquement les produits volatils qui sont dans le 
tube, on y trouve ces deux composés); mais, restées dans le tube, ces 
deux vapeurs réagissent l’une sur l’autre, comme l'avait montré 
Gay-Lussac, et donnent du fer oligiste et de l’acide chlorhydrique en 
quantité égale à celle qui a agi sur l’oxyde amorphe. 

Il y a la deux réactions inverses rendues possibles par les conditions 
de l’expérience où la température n’est pas la même aux diverses 
régions de l’appareil. 

L’oxyde de fer n’est pas le seul corps qui se prête à une expérience 
de ce genre. Chauffés dans des conditions analogues,’c’est-a-dire dans 
un courant d’acide chlorhydrique, les oxydes amorphes de magnésium, 
d’étain, de titane reproduisent des cristaux de périclase, de cassitérite 
et de rutile, le protoxyde de manganèse amorphe se transforme en un 
protoxyde vert cristallisé, l’acide niobique en niobite. 

D'autre part, bien d’autres gaz que l'acide chlorhydrique ont la fa- 
culté de déterminer la volatilisation apparente : les corps volatils les 
plus divers, fluorure de silicium ou de bore, hydrogène, hydrogène 
sulfuré, etc., peuvent le produire ; Henri Deville les a appelés agents 
minéralisaleurs et ce sont ceux qui, dans les conditions calorifiques de 
l'expérience, peuvent donner lieuà des réactions inverses; il en a 
expliqué le rôle d’une façon très nette. On sait que le fluorure de 


(1) Leçons sur la Dissociation, professées à la Société chimique, p. 352 ; 1866. 
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silicium agissant sur l’alumine produit du fluorure d'aluminium volatil 
et de la silice qui peut s’unir à l’alumine en excès et former du silicate 
d’alumine. Disposons dans un tube de porcelaine des couches cylin- 
driques alternatives d’alumine et de silice; chauffons à blanc en faisant 
‘passer un courant de vapeur de fluorure de silicium. Nous constatons 
que la totalité de cette vapeur se retrouve à la sortie et, à la fin de 
l'expérience, le tube est rempli d’une masse homogène de silicate 
d’alumine. Que s'est-il passé? Le fluorure de silicium, agissant sur la 
première couche d’alumine, cède tout le silicium à une partie de l’alu- 
mine, qui devient du silicate d’alumine, et le fluor entraîne de l’alu- 
minium à l’état de fluorure d'aluminium; celui-ci rencontre alors de 
la silice et forme, par une réaction inverse à la précédente, du silicate 
d’alumine et du fluorure de silicium, lequel passant sur une nouvelle 
couche d’alumine se retrouvera dans les conditions initiales et repro- 
duira les mêmes effets, d’où il résultera que le tube finira par ne con- 
tenir que du silicate d’alumine et qu’il en sortira juste autant de 
fluorure de silicium qu’il en est entré : de sorte qu’en réalité, dans 
cette opération, le fluorure ne s’est fixé nulle part, il a servi au trans- 
port apparent de la silice sur l’alumine. 

En opérant de la même manière avec des couches alternatives de 
zircone et de silice, traversées au rouge vif par du fluorure de silicium, 
Henri Deville a reproduit le zircon naturel (silicate de zircone). De 
même l'hydrogène pur et sec passant lentement sur de l’oxyde de zine 
amorphe le déplace en donnant les cristaux naturels et Henri Deville 
a montré qu'on produit un effet analogue lorsqu'on associe des corps 
dans les conditions où les réactions inverses sont possibles. 

Avec Henri Caron il a obtenu de belles lames cristallines de corindon, 
qui avaient plus de 1°™ de longueur et de largeur, par l’action du fluo- 
rure d'aluminium sur l’acide borique chauffés à blanc dans un creuset 
de charbon de cornue; il se forme de l’alumine et du fluorure de bore, 
lesquels peuvent inversement donner du fluorure d’aluminium et de 
l'acide borique. L’addition d’une faible quantité de fluorure de chrome 
a produit des rubis, des saphirs et de l’émeraude orientale ou corindon 
vert. Le même procédé a donné le fer oxydulé, la gahnite, la cymo- 
phane, la staurotide, etc. Avec M. Troost il a reproduit la greenockite 
et la blende cubique et découvert la blende hexagonale en chauffant à 
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blanc les sulfures de cadmium et de zinc amorphes dans un courant 
d'hydrogène. 

De nombreux travaux exécutés par ses élèves montrent la fécondité 
de cette méthode de synthèse ('). 

En perfectionnant avec H. Caron des procédés connus il obtenait des 


produits naturels cristallisés et réalisait, de plus, un grand nombre de 


composés nouveaux : témoin les recherches sur les apatites et les wa- 


- gnérites. L’apatite ordinaire ou calcique est un chloro-fluo-phosphate 


de chaux hexagonal contenant les éléments de trois molécules d’ortho- 
phosphate tricalcique et une molécule de chlorure ou de fluorure de 
calcium : elle a été reproduite par fusion au rouge d’un mélange 
d’orthophosphate tricalcique et de chlorure de calcium additionné de 
fluorure de calcium dans des vases de charbon de cornue que les phos- 
phates n’attaquent pas. Le remplacement des sels de calcium par ceux 
de baryum et de strontium produit des espèces isomorphes artificielles, 
les sels de plomb donnent la pyromorphite. Les wagnérites, cristallisées 
en prismes rhomboidaux obliques, ont une composition qu’on peut 
envisager comme formée des éléments d’une molécule de phosphate 
trimétallique unie à une molécule de chlorure ou fluorure; la wagné- 
rite ordinaire est un composé magnésien, mais le magnésium peut être 
remplacé par du manganèse, du fer et même du calcium, etles auteurs 
font la remarque intéressante que dans l’apatite le calcium peut être 
remplacé par les métaux à carbonates orthorhombiques, comme l’ara- 
gonite (baryum, strontium, plomb), et dans la wagnérite calcique, 
inconnue jusqu'alors, le calcium n’estremplaçable que par les métaux 
à carbonates rhomboédriques (magnésium, fer, manganèse). 


(1) Synthèse de l'acide tungstique cristallisé et du wolfram obtenus par H. Debray 
sous l'influence d’un courant d’acide chlorhydrique agissant sur l’acide tungstique amorphe 
et sur un mélange de cet acide et d’oxyde de fer ; 

Synthèse de la brookite et de l’anatase au moyen de l’acide titanique amorphe que 
M. Hautefeuille soumit à l’action de l'acide fluorhydrique à des températures inférieures 
à celles où l'acide chlorhydrique peut agir sur ce corps et donner du rutile ; 

Volatilisation apparente du silicium-dans les vapeurs de fluorure ou de chlorure de si- 
licium fortement chauffés, par MM. Troost et Hautefeuille ; 

Volatilisation apparente du sélénium dans une atmosphère d’hydrogéne, par M. Ditte; 

Volatilisation apparente du bioxyde de ruthénium a haute température, par MM. Debray 


et Joly. 
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Il est un autre procédé de reproduction des produits minéraux cris- 
tallisés, qui se recommande par sa simplicité et son élégance. Il a per- 
mis a Henri Deville et H. Debray d’obtenir, sous forme de cristaux 
souvent fort volumineux, un très grand nombre d’espèces minérales 
insolubles de compositions variées, carbonates, sulfures, etc. Il con- 
siste à dissoudre ces corps dans des réactifs convenables et à les sou- 
mettre, par intermittences, à des élévations de température qui ne 
dépassent pas 100°. Les tubes qui contenaient ces substances étaient 
installés horizontalement dans les tubulures d’une sorte de bain-marie. 
Pendant des mois ils étaientalternativement chauffés et abandonnés au 
refroidissement et peu à peu les poussières cristallines les plus ténues, 
c’est-a-dire présentant une plus grande surface sous le méme volume, 
étaient dissoutes pendant la phase d’échauffement, se déposaient pen- 
dant le refroidissement autour des parcelles moins fines et produisaient 
un petit nombre de gros cristaux; quant aux dépôts gélatineux amor- 
phes, un certain nombre finissaient par se dissoudre, et leurs solutions 
refroidies donnaient des cristaux qui grossissaient comme les autres. 

Ajoutons que, dans leurs dernières années, Henri Deville et Debray 
ont réalisé la production artificielle des produits cristallisés que l’on 
rencontre dans la mine de platine, en prenant comme intermédiaire le 
sulfure de fer : le ruthénium très divisé chauffé avec de la pyrite de 
fer a donné le sulfure de ruthénium trouvé dans les osmiures de Bornéo 
(laurite) ; le platine chauffé avec la même pyrite a produit des cristaux 
d’un alliage’ 12 pour 100 de fer, non magnétique, comme le platine 
ferrifere; avec des mélanges d’osmium et de ruthénium soumis à 
l’action de la même pyrite, ils ont obtenu des produits tout à fait sem- 
blables aux osmiures naturels. 

Dès son arrivée à l’École Normale, Henri Deville eut comme ere 
préparateur Henri Debray. Il apprécia vite l’aménité de son caractère 
et la sûreté de son commerce, mit à l’épreuve son habileté d’expéri- 
mentateur, son activité et son intelligence dans les longs et pénibles 
essais que nécessitait la création de l’industrie de l’aluminium et, 
lorsqu'il aborda le difficile problème de porter la lumière dans l’étude 
des métaux de la mine de platine, il s’attacha ce précieux collabora- 
teur qui fut, pendant toute sa vie, l’ami le plus sûr et le plus dévoué. 
Cette étude, commencée en 1855, poursuivie pendant six années sans 
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interruption, reprise à diverses époques, enrichie chaque fois de faits 
nouveaux et imprévus, ne leur sembla jamais épuisée. 

A l’époque oùils étaient dans les premières phases de ces recher- 
ches, les procédés de l’analyse spectrale, récemment appliqués, 
avaient conduit à la découverte de métaux inconnus, extraits dè pro- 
duits naturels ou de résidus accumulés d'opérations industrielles. 
Les auteurs en recueillaient, dans le monde savant et même au dehors, 
un genre de célébrité fort légitime, mais qui rarement s'attache à cer- 
tains travaux de longue haleine plus difficiles etplus pénibles, comme 
les opérations analytiques par lesquelles Henri Deville et H. Debray 
avaient été si longtemps absorbés. Or, ils avaient entre les mains, 
presque en totalité, les résidus du traitement des quantités de mi- 
nerai ou miné de platine exploitées depuis de longues années; ils 
avaient avec quelque apparence de raison caressé l’agréable perspec- 
tive d’y découvrir quelque nouveau métal. Plusieurs fois des réactions 
inattendues, quine se rattachaient par aucun aspect aux phénomènes 
présentés par les éléments connus, leur firent penser qu'ils tenaient 
enfin le corps simple qu'ils cherchaient. C’est le novum, se chucho- 
taient-ils à l’oreille, sans faire part à qui que ce fût de cette décou- 
verte en expectative; mais, en multipliant les essais, en variant les 
épreuves avec l’esprit de suite et la finesse qui les caractérisaient 
tous deux, ils reconnaissaient, dans le produit qui avait fixé leur atten- 
tion, une combinaison mal décrite ou non signalée de corps simples 
connus avec ces métaux du platine dont les composés ont des aspects 
si divers, et ils reprenaient le cours de leurs recherches. Quelque 
temps apres, d’autres particularités imprévues se manifestaient plus 
singulières encore. « Ah! cette fois nous le tenons, disait l’un. — C'est 
le novissimum sans doute », répondait l’autre, et tous deux de s’ingé- 
nier à torturer le produit nouveau de vingt, de cent manières; apres 
quelques semaines, le novissimum, dont la naissance avait été soi- 
gneusement cachée, allait rejoindre le noyum dans le domaine des 
illusions. | 

Si je parle de ces espérances décues qui, après avoir donné plus 
d'animation à leurs travaux, égayaient un peu leurs souvenirs, c’est 
pour faire ressortir le soin minutieux, l’extréme prudence avec laquelle 
ils n’avançaient un résultat qu'après l'avoir étayé sur les bases solides 
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d'analyses habilement faites et d'expériences de contrôle ingénieuse- 
ment conçues. D’autres, à l'étranger, n’ont eu ni la même habileté, ni 
la même réserve : ils ont annoncé pompeusement l'existence, dans la 
mine de platine, d’un certain nombre de métaux nouveaux qu'ils se 
sont empressés de décorer de noms patriotiques, le Davyum, par 
exemple, et que nul n’a réussi à obtenir depuis, pas même leurs in- 
venteurs. 

La mine de platine qu’on trouve le plus souvent dans les sables sili- 
ceux provenant de la décomposition de terrains anciens, se rencontre 
en Colombie, en Californie, en Australie, dans l’Oural, etc. Elle con- 
tient à peu près, avec 12 pour 100 de matières étrangères, 80 pour 100 
de platine; le reste est formé, en proportions variables, de cinq autres 
métaux rares qu'on nomme communément métaux du platine. La 
faible quantité de ces corps et le prix élevé de la matière qui les con- 
tient ont été longtemps un obstacle à une étude sérieuse de ces pro- 
duits. De ces six métaux trois sont très lourds : le platine, iridium 
et l’osmium, dont les densités sont 21,46, 22,38 et 22,44; les trois 
autres, le palladium, le rhodium et le ruthénium, ont des densités 
11,4, 12,1 et 12,26 un peu supérieures à la moitié de la densité 
moyenne des trois autres; tous sont difficilement attaqués par les 
divers réactifs. Ils se trouvent associés généralement en proportions 
tres variables, sauf deux d’entre eux qui forment l’osmiure d’iridium, 
composé très dur qui s’incruste dans les mortiers d’acier où l’on 
cherche à le pulvériser et résiste à l’action de l’eau régale. 

Henri Deville et H. Debray, après quatre années de recherches, 
firent connaitre un procédé général d’analyse par voie sèche de la 
mine de platine, s’en servirent pour déterminer la composition des 
minerais d'origines les plus variées et des résidus qui s’étaient accu- 
mulés dans les usines où l’on avait traité ces matières. En même temps 
ils décrivirent des propriétés nouvelles des métaux isolés ou rectifie- 
rent les idées que des expériences antérieures avaient fait naître. Pour 
ne citer qu'un exemple, l’osmium préparé par Berzélius avait pour 
densité 7. Henri Deville et H. Debray ont montré que ce métal a une 
densité plus de trois fois supérieure à ce nombre, qu’elle est 22,44, et 
que c’est le plus dense de tous les corps connus. Du reste, il brûle à 
lair lorsqu'on le chauffe au delà du point de fusion du zine et donne 
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des vapeurs d'acide osmique odorantes et éminemment toxiques, qui 
ont plusieurs fois compromis la santé de Henri Deville, H. Debray et 
de leurs aides. Cet acide, que l’on peut conserver indéfiniment dans 
le vide sans altération, est facilement réduit par les matières orga- 
niques, surtout par le tissu nerveux; de la son emploi comme indica- 
teur dans les recherches histologiques. Il fond à 40°, bout vers 100°, 
et il se dégage à l’état de vapeurs toutes Les fois que les composés qui 
contiennent l’osmium (sauf l’osmiure d’iridium sont soumis à l’action 
de l’eau régale. C’est sous cette forme qu’il est possible d'éliminer 
complètement ce métal. 

Henri Deville et H. Debray ont aussi donné un moyen pour séparer 
d’une manière presque absolue l’iridium du platine. Il suffit de fondre 
l'alliage d'iridium et de platine avec le plomb qui le dissout; mais, 
pendant le refroidissement, l'iridium cristallise dans un bain d’alliage 
de plomb et platine qui se solidifie ultérieurement. En faisant agir 
l’eau régale, on dissout les deux métaux composant cet alliage, et l’on 
obtient liridium, le plus dense des métaux après l’osmium et le moins 
fusible de tous. 

Pour étudier ces métaux que les fourneaux métallurgiques les mieux 
alimentés ne parviennent pas à fondre, les auteurs imaginèrent d’uti- 
liser le dégagement énorme de chaleur que donnent l'hydrogène ou le 
gaz d'éclairage lorsqu’on alimente leur combustion avec de l'oxygène. 
Ils indiquèrent les moyens les plus sûrs et les plus économiques de 
produire l'oxygène, et un ensemble de dispositions ingénieuses et 
simples qui permirent d'atteindre les températures de fusion de ces 
deux métaux que Despretz n’avait pu liquéfier que dans l’are voltaique. 
Ces appareils, d’une manipulation facile, que l’on pouvait installer sur 
la table d’un laboratoire ou d’un amphithéatre, et qui amenaient rok 
de platine à l’état liquide en moins de quarante minutes, Henri Deville 
et H. Debray les utiliserent pour préparer soit avec la mine de platine, 
soit avec des résidus sans emploi, soit avec des produits inattaquables 
par l’eau régale, des alliages de platine et d'iridium ou de platine, 
d’iridium et de rhodium utilisables et que leurs propriétés physiques et 
chimiques rendent préférables au platine pur. 

Ce long travail était à peine terminé qu’Henri Deville et H. Debray 
étaient amenés à réaliser en grand une application de leurs procédés. 
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On sait qu’il existe sur le versant occidental de l’Oural, notamment à 
Nijni-Tagilsk, des sables platiniferes qui ont donné jusqu’à 15° de pla-. 
tine par 15*8,5 de sable. Le gouvernement russe employa ce métal 
pendant un certain nombre d'années à la fabrication des monnaies. 
Mais il arriva que le rapport de la valeur du platine à celle de Vor, 
fixé à l’origine, se trouva bientôt, par suite de la découverte de quan- 
tités notables de platine en Californie, en Australie et ailleurs, nota- 
blement supérieur à la valeur marchande. Il y eut avantage à faire 
entrer en Russie des monnaies fausses et l’on en profita, ce qui était 
d'autant plus facile qu’en y mettant le poids légal de platine pur on 
rendait extrêmement difficile la découverte de leur origine frauduleuse. 
La perte qui en résultait pour le fisc décida le gouvernement russe à 
cesser, dès 1843, la frappe des monnaies de platine qu'il retira ensuite 
de la circulation. Il se trouvait donc en possession de la presque tota- 
lité de la masse métallique monnayée qui avait été d'environ 140008 
et d'importants résidus de fabrication. Pour en tirer parti de la ma- 
nière la plus avantageuse possible, il s’adressa à Henri Deville et 
H. Debray, par l'intermédiaire du conseiller d'État Jacobi, Membre de 
l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, qui avait suivi avec in- 
térêt leurs recherches. 

C’est en vue de répondre à cet appel qu'ils installèrent au labora- 
toire de l’École Normale une application en grand de leurs procédés : 
fourneaux spéciaux, gazomètres de grandes dimensions, appareils 
divers, indispensables à la manipulation de grandes quantités de ma- 
tières, que le gouvernement russe, qui en avait fait les frais, donna 
généreusement à l’École après la cessation des travaux. 

Avec les matières premières mises à leur disposition le 23 fé- 
vrier 1860 : 328 de minerais de l’Ou “68 de platine démonétisé 
et 8% d’iridium brut, soit 56 contenani en tout 426,200 de métal 
réel, ils furent en état de donner plus de développement à leurs pro- 
cédés, de montrer la valeur économique de leur application et d’in- 
diquer le meilleur parti à tirer des produits qui leur étaient confiés. 
Pour mettre en évidence la diversité des usages auxquels se prêtaient 
les produits de leurs opérations, ils donnèrent au métal la forme de 
lingots, d’objets coulés, de plaques polies, de lames minces, de fils, 
et, après trois mois et demi d’un travail que la nuit n’a pas toujours 
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interrompu, ils mirent le 15 juin entre les mains de M. Jacobi les 
divers objets de platine qu’ils avaient obtenus et dont le poids total 
faisait 42*8,o80. I] n’y avait eu que 1208 de métal perdu, malgré la 
multiplicité des opérations effectuées. Éclairés par l’éclatant succes 
de ces expériences, les fabricants de platine de Paris et de Londres 
adoptèrent les nouveaux procédés qui transformerent leur industrie. 
En 1862, à Londres, chez M. Matthey qui s’était empressé de faciliter 
ses recherches et d’en appliquer les résultats, Henri Deville présida à 
- la coulée d’un lingot de 10048 de platine fondu dans un four en chaux 
vive avec lé gaz d'éclairage et l'oxygène, aux applaudissements en- 
thousiastes des spectateurs ravis de voir exécuter par des moyens si 
simples une opération jusque-là impossible; et, en 1874, la Commis- 
sion du mètre a, de la même.manière, fondu d’un seul coup 250! de 
platine iridié, moins fusible que le platine pur. 

Dans ces recherches, les propriétés des alliages de platine et d’iri- 
dium avaient particulièrement attiré l'attention d'Henri Deville et 
H. Debray; la facilité avec laquelle leurs procédés permettaient de les 
obtenir, leur résistance à la fusion même lorsqu'on les portait aux 
plus hautes températures des foyers industriels les plus intenses, leur 
ténacité, la finesse de leur grain, la beauté de leur poli, et leur inal- 
térabilité à Pair, à l’eau et à la plupart des agents chimiques les plus 
énergiques, leur parurent susceptibles de plusieurs applications qu'ils 
signalèrent. 

Peu de temps après (1875) la Conférence diplomatique du mètre, 
qui comprenait des représentants de quinze nationalités, adoptait le 
système français des poids et mesures. Il fallait faire choix d’un métal 
capable de fournir des prototypes, mètres et kilogrammes, peu sen- 
sibles aux actions mécaniques, inaltérable aux agents atmosphériques 
et capable de supporter sans fondre les hautes températures aux- 
quelles il pourrait étre.accidentellement exposé. Les qualités de l’al- 
liage de platine et d’iridium donnaient satisfaction à toutes les exi- 
gences : il fut adopté. 

Alors commença pour Henri Deville un immense labeur : préparer 
à l’état de pureté absolue des quantités considérables de platine et 
d’iridium nécessaires pour réaliser les prototypes réclamés par les 
diverses nations, essayer des-alliages de compositions diverses et en 
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étudier les propriétés, préparer ensuite l’alliage adopté de go de platine 
et ro d’iridium, en vérifier la composition, éliminer des pièces fabri- 
quées les métaux étrangers que les transformations mécaniques y 
avaient introduits, enfin amener les prototypes à un état commun d’ho- 
mogénéité : il y dépensa dix années dans lesquelles il ne fut soutenu 
que par la pensée qu'il faisait une œuvre utile qui résisterait aux 
outrages du temps. 

L’alliage ayant des qualités exceptionnelles présenta, à cause de ces 
propriétés mêmes, lorsqu'on voulut s’en servir, des difficultés pra- 
tiques que l’on comprendra si l’on considère que les étalons métriques 
réalisés ne different que de fractions inférieures au >; de millimètre 
et les kilogrammes de moins de ;+, de milligramme. Aucun obstacle 
ne devait arrêter la persévérance, la perspicacité et la passion de 
précision qui caractérisaient Henri Deville, son illustre ami Stas, 
chargé avec lui de diriger et de contrôler les opérations, et le savant 
D' Broch, premier directeur du Bureau international des Poidset Me- 
sures, un vieil ami de notre pays. Il n’est que juste de reconnaitre 
qu'ils trouvèrent de précieux auxiliaires en M. Matthey, de Londres, 
et MM. Brunner, de Paris, praticiens éminents, au courant de toutes 
les ressources de leur art qui, dans la préparation du métal et son 
travail, se préterent, avec le désintéressement le plus louable, à tous 
les essais qui leur furent demandés et atteignirent en précision et 
même dépassèrent les espérances que l’on avait conçues. Il convient 
de mentionner aussi le concours dévoué que lui a apporté, dans ces 
manipulations longues, délicates et dangereuses, son chef d'atelier 
J. Clément, dont il se plaisait à faire ressortir, dans ses publications, 
la persévérance, la patience et l’adresse. 

L’une des difficultés les plus sérieuses est la production inévitable 
de soufflures dans les lingots volumineux. Ces cavités se produisent 
au moment de la solidification du métal, surtout par le dégagement 
brusque des gaz dissous qui sont retenus sous forme de bulles par les 
parties de la masse déjà solidifiées. On peut déceler leur existence 
par les différences d'éclat que présentent les diverses régions du 
lingot lorsqu'on le chauffe un peu au-dessous du point de fusion; le 
métal à l'endroit des bulles paraît plus blanc et plus lumineux; si on le 
chauffe jusqu’à la fusion dans la flamme oxyhydrique, sa surface se 
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soulève, puis, au moment où l’on retire le chalumeau, il se produit 
une dépression. Le seul moyen pratique de déterminer le volume total 
de ces cavités consiste à prendre la densité de la masse que l’on com- 
pare à la densité du métal compact; le seul remède que l’on ait trouvé 
nécessite les opérations suivantes : on soumet le métal à une compres- 
sion très énergique comme celle que produit l’action du balancier jus- 
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nouveau sa densité et, si elle est encore trop faible, on recuit le métal 
à une température voisine du point de fusion, ce qui permet de le sou- 
mettre efficacement à une nouvelle compression, et l’on continue ainsi 
jusqu’à ce que deux opérations consécutives donnent pour la densité 
une valeur que l’on ne peut considérer que comme un minimum. 

Une autre difficulté dont on ne triompha qu’à force de persévérance 
tient à ce que du fer se trouve arraché aux outils d’acier, puis mécani- 
quement incorporé et retenu dans les couches superficielles du platine 
iridié, lorsque l’alliage est frappé au marteau, battu au balancier, la- 
miné, étiré ou raboté. L’étirage est l’opération qui fait pénétrer, le 
plus profondément et en quantité de beaucoup la plus grande, le fer 
enlevé à la filière : le contact avec l’acide chlorhydrique bouillant, les 
chauffes répétées, même le passage au bisulfate de potasse fondu qui 
purifie complètement les parcelles d’alliage ne réussissent pas à enlever 
le fer de l’intérieur des lingots. C’est pour cela qu'il a fallu renoncer 
au procédé de l’étirage pour la fabrication des règles métriques les 
plus inaltérables; le rabotage est l'opération la plus sûre quoique la 
moins facile à réaliser lorsque la forme de la section est compliquée. 

Enfin, malgré la rigueur des méthodes et l’habileté des opérateurs, 
la purification du platine et de l’iridium ne peut être absolue : des 
analyses longues et pénibles sont nécessaires pour contrôler les pro- 
grès des opérations; de plus, lorsque l’on fond ensemble ces métaux 
pour obtenir l’alliage cherché de go de platine et 10 d’iridium, il est 
nécessaire de tenir compte de la volatilité de ce dernier métal dont 
une partie disparaît pendant la fusion, même quand on a pris la pré- 
caution de l’enrober d'avance dans des poches closes de platine; il faut 
done employer un excès d’iridium qui ne peut être qu'évalué : de la 
nécessité de nouvelles analyses. Henri Deville, retenu par un sentiment 
sans doute excessif de sa responsabilité, et peut-être aussi par l’attrait 
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de cette perfection, dont le rapprochaient de plus en plus d’heureuses 
améliorations, crut de son devoir de se livrer lui-méme a des détermi- 
nations minutieuses et à des vérifications multipliées qui l’absorbèrent 
complètement et usèrent ses forces. Encore eut-il l’amer chagrin de 
se voir en butte à la malveillance de quelques membres incompétents 
de l’ancienne Commission française des Poids et Mesures, dont il eût 
été heureux pour la Science qu’il négligeat les attaques. 

Il fut mieux apprécié par l'Association géodésique internationale 
qui lui demanda de contrôler la fabrication d’une règle géodésique de 
4% en platine iridié. Cette mission, il l’accepta avec Vardeur qu'il mit 
toujours au service d’une ceuvre utile, fit lui-méme toutes les détermi- 
nations chimiques qu’elle comportait et eut recours, pour la mesure 
des constantes physiques, à la collaboration d’un de ses élèves, M. Mas- 
cart, successeur de Regnault dans la chaire de Physique du Collège de 
France. 

Toutes ces études incessantes, dans lesquelles il fallait lutter contre 
des difficultés de détail qu'il avait le talent de résoudre, mais aux- 
quelles d’autres succédaient bientôt, cette assiduité dépensée pendant 
des années entières à la poursuite de quantités presque insaisissables, 
usèrent prématurément cette constitution qui avait résisté à de plus 
rudes travaux. | 

On sait qu'il existe, dans le parc de Saint-Cloud, un enclos, le Pa- 
villon de Breteuil, que le Gouvernement français a neutralisé au profit 
du Bureau international des Poids et Mesures, où l’on compare avec un 
soin inoui les prototypes du mètre et du kilogramme avec les étalons 
destinés aux quinze États qui ont adopté le système métrique et aux 
dix autres où le système métrique est facultatif. Henri Deville a été un 
des promoteurs les plus habiles et les plus convaincus de cette utile 
création qui est un honneur pour la France; il lui a fourni, par l’al- 
liage inaltérable qu'il a découvert, dont il a proposé et préconisé 
l'emploi, une des garanties les plus sérieuses de la valeur définitive des 
opérations difficiles qu'y effectuent incessamment d’habiles physiciens. 
Il est consolant de penser que le D' Broch, le savant norvégien qui 
en fut le premier directeur, et son distingué successeur M: Benoit, 
notre compatriote, ont voué à Henri Deville le souvenir le plus affec- 
tueux et le plus reconnaissant. 
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Les mémorables recherches de Dumas avaient doté les chimistes . 
d'un excellent procédé qui permet de déterminer les densités de vapeur 
des corps et d’en déduire la valeur de leurs poids moléculaires. Elle 
s’applique à tous les corps volatils que l’on peut chauffer sans décom- 
position jusqu’à la température où le verre se ramollit, ce qui est le 
cas de la presque totalité des composés organiques. Les composés mi- 
néraux susceptibles d’être volatilisés sans décomposition sont nom- 
breux, mais leur température d’ébullition sous la pression atmosphé- 
rique est, pour la plupart d’entre eux, supérieure à 300°, température 
où les bains de chauffage employés par Dumas ne peuvent plus être 
utilisés. On n’avait pas fait de tentative sérieuse pour vérifier si ces 
produits minéraux ont une composition pouvant s’exprimer par la loi 
de Gay-Lussac. Henri Deville entreprit de combler cette lacune et 
choisit comme collaborateur M. Troost, qui venait de soutenir brillam- 
ment une thèse sur le lithium et ses composés. 

MM. Henri Deville et Troost adoptèrent le procédé de Dumas en 
l’améliorant par d’ingénieux perfectionnements qui le rendirent mer- 
veilleusement propre aux recherches qu'ils poursuivaient. Pour éli- 
miner la difficulté qu’on éprouve, dans la plupart des recherches, à 
maintenir constantes des températures élevées, ils imaginerent des 
appareils simples qui permettent de produire des bains dont la tempé- 
rature peut être soutenue sans variation pendant toute la durée des 
expériences, si prolongées qu'elles soient. N’eussent-ils qu'inventé ces 
appareils, les auteurs eussent mérité la reconnaissance des chimistes et 
des physiciens, car ils sont si faciles à établir et d’une manipulation si 
commode qu'il n’est pas de laboratoire de recherches où ils n’aient été 
installés et où ils ne rendent journellement des services inéstimables. 
Ils se prêtent, en effet, mieux que tous ceux qu’on a préconisés, à faci- 
liter les opérations ou les réactions qui exigent une température con- 
stante et connue, soutenue, pour ainsi dire, indéfiniment. Ce sont des 
vases de fer forgé où l’on maintient en ébullition, sous la pression atmo- 
sphérique avec reflux du liquide, le mercure, le soufre, le cadmium et 
le zinc, qui produisent des températures de 350°, 440°, 860° et 940°. 

Le verre ne résistant pas sans déformations à ces hautes tempéra- 
tures, ils ont réussi à faire fabriquer des ballons de porcelaine de 
Bayeux que l’on peut employer jusqu'à des températures évaluées 
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.1400° et que l’on ferme, lorsqu'ils ont pris la temperature ambiante, 
en dirigeant vers l'ouverture munie de son bouchon le dard du chalu- 
meau à gaz tonnants, « comme on ferait d’un morceau de cire à cache- 
ter que l’on voudrait étaler sur l'ouverture du ballon pour le clore 
hermétiquement ». 

Par ce procédé ont été déterminées pour la première fois avec pré- 
cision les densités d’un grand nombre de substances : corps simples, 
métalloides et métaux, chlorures, bromures, iodures métalliques les 
plus importants, sels ammoniacaux les plus variés, tous préparés avec 
des soins minutieux qui en garantissaient la pureté. Ces détermina- 
tions, considérées uniquement comme des éléments de discussion des 
théories chimiques, suffiraient à assurer à ce travail une valeur consi- 
dérable; elle a de plus conduit à expliquer des anomalies embarras- 
santes. Pour n’en citer qu’une, rappelons que la densité de la vapeur 
de soufre, déterminée par Dumas a 5o0° et représentée par le 
nombre 6,654, diminue lorsqu'on chauffe cette vapeur à des tempéra- 
tures plus élevées, devient 2,2 à partir de 800°, et conserve cette valeur 
aux températures les plus élevées auxquelles on l’ait soumise; le sélé- 
nium et le tellure se comportent de la même manière. Leurs densités 
sont telles que l’oxygène, d’une part, et d’autre part le soufre, le sélé- 
niure et le tellure envisagés à des températures suffisamment éloignées 
de leurs points d’ébullition, occupent le même volume sous des poids 
chimiquement équivalents : par exemple, des volumes égaux de leurs 
vapeurs s’unissent tous à un volume double d'hydrogène, pour donner 
le même volume de vapeurs d’eau et d’acides sulfhydrique, sélénhy- 
drique et tellurhydrique. Avant ces expériences, il fallait admettre 
que, malgré les analogies chimiques de ces quatre corps, les volumes 
de vapeurs de soufre, de sélénium et de tellure qui s’unissent avec le 
volume d'hydrogène, double de celui de l’oxygène qui forme la vapeur 
d’eau sans résidu, étaient seulement le tiers de ce volume d'oxygène. 

Dès que la notion de l’équivalence des diverses manifestations de 
l'énergie fut constituée sur des bases solides, Henri Deville se préoc- 
cupa d'expliquer les réactions chimiques par la valeur des échanges 
thermiques qui les accompagnent. Dans son enseignement, il ne laissa 
échapper aucune occasion de s’associer aux efforts de ceux qui ont en 
France constitué la Thermochimie, Favre et Silbermann, et surtout 
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M. Berthelot. Il poursuivit aussi dans diverses directions la solution 
expérimentale d'importants problèmes. Des questions qu’il a abor- 
dées, je n’indiquerai que les expériences par lesquelles il a déterminé 
la chaleur de formation du chlorure d’azote, en collaboration avec 
M. P. Hautefeuille, dont il avait utilisé l'intelligence, l’habileté et 
l’entier dévouement dans ses longues recherches sur le platine. 

De tous les explosifs connus, le chlorure d’azote est peut-être celui 


_ dont le maniement est le plus dangereux : il blessa grièvement Dulong 


malgré les précautions noue dont il s’était entouré. Dans la plu- 
part de leurs expériences, les auteurs ont ingénieusement éliminé les 
dangers des opérations en préparant le chlorure d’azote par l’action du 
chlorhydrate d’ammoniaque sur l’acide hypochloreux dont un exces 
donne de la stabilité au produit de la réaction. Ils se sont du reste as- 
surés par des analyses que ce procédé de préparation donne un com- 
posé identique à celui qu'on obtient d’après Dulong par l’action du 
chlore sur le sel ammoniac. Dans ces conditions, il leur fut facile de 
préparer en quelques instants plusieurs grammes de chlorure d’azote, 
de faire avec précision les mesures que comporte l’opération et d’ob- 
tenir sans accident la quantité de chaleur absorbée dans la combi- 
naison du chlore et de l’azote. Cette quantité étant égale à celle qui 
se dégage dans la décomposition du chlorure d’azote, on a ainsi la 
mesure des effets mécaniques qui caractérisent ce phénomène. 

Je ne puis passer sous silence un ensemble de travaux longs, pé- 
nibles, j'allais dire fastidieux, où M. Henri Deville eut l’occasion de 
montrer, comme toujours, toutes les ressources de son esprit inventif. 
Ils ont eu pour objet les huiles combustibles des origines les plus 
variées : pétroles d'Amérique et de Russie, de Gallicie, d'Alsace, 
d’Autun, huiles lourdes de goudron de houille, etc., dont il déter- 
mina les propriétés physiques et la valeur comme combustibles, à la 
demande du Gouvernement français, du Directeur de la Compagnie 
des chemins de fer de l’Est et du Gouvernement russe, en vue d’appli- 
cations diverses. | 

Cette étude le conduisit à essayer l’application de ces produits au 
chauffage des appareils de laboratoire, des chaudières fixes, des loco- 
motives et des bateaux à vapeur. On trouve dans tous ses dispositifs, 
essayés et perfectionnés à l’École Normale ou dans les ateliers du 
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chemin de fer de l'Est, la finesse, l'élégance et l’imprévu de toutes 
ses inventions. Les résultats de ces essais ont été satisfaisants, et si 
la question économique, qui prime toutes les autres dans les applica- 
tions, n’a pas permis d’en généraliser l'emploi, il faut reconnaitre 
que les déterminations préliminaires qu'il a effectuées ont rendu de 
grands services. Les mesures de densité, de dilatation, de volatilité, 
de pouvoir calorifique qu'il a exécutées, les appareils simples qu'il a 
imaginés pour les effectuer ont éclairé les praticiens sur les moyens 
d'éviter les dangers que présente la manipulation de ces produits, la 
nécessité de laisser dans les fûts un vide minimum en vue de leur 
dilatation, et sur leur valeur exacte comme sources de chaleur. Ces tra- 
vaux auront encore toute leur utilité le jour où l'abondance et le bon 
marché de ces combustibles, qui ne laissent qu’un résidu négligeable, 
permettront le développement de leurs applications. 

Tant de découvertes dans les directions les plus diverses, tant 
d'expériences d’une piquante originalité avaient illustré le nom de 
Henri Deville. L'étude d’une classe de phénomènes se présentant avec 
des caractères inexplicables à la Science contemporaine devait dé- 
passer en importance tous ses travaux et lui révéler le mécanisme 
de l'union chimique des corps simples. Pendant bien des années, il 
avait réfléchi sur le fait paradoxal de combinaisons et séparations pos- 
sibles entre mêmes corps à la même température : l'examen d’une 
expérience due au savant anglais M. Grove paraît l’avoir conduit à l’in- 
terprétation de ces phénomènes. 

On savait que la combinaison de l'hydrogène avec l'oxygène s’ef- 
fectue avec un dégagement énorme de chaleur capable de fondre faci- 
lement le platine et même, comme Henri Deville et Debray l’avaient 
montré, iridium. Or M. Grove (1847), laissant tomber dans l’eau 
froide du platine en fusion, avait observé, sur le trajet du métal, des 
bulles gazeuses qui montaient à la surface de l’eau et trouvé qu’elles 
étaient formées d’un mélange d'hydrogène et d'oxygène ('). Une 
partie de l’eau, celle qui avait été chauffée au contact du platine incan- 


(1) Cette expérience de Grove fut maintes fois réalisée par Henri Deville et H. Debray, 
en vue d'obtenir une valeur approchée de la température de fusion du platine par la mé- 
thode des mélanges. Si l’on opère sur plusieurs kilogrammes de platine, elle présente des 
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descent, s'était donc séparée en ses éléments et à cette température de 
fusion du platine il y avait une sorte d’indifférence à la combinaison 
de l'hydrogène avec l’oxygène; quant au platine, on le retrouvait 
inaltéré après l'expérience. Or ce métal était depuis longtemps connu 
comme facilitant certaines combinaisons (celle du brome avec l’hydro- 
gène, celle même de l'hydrogène avec l'oxygène, etc.) et des décom- 
positions (celle de l’azotate d’ammoniaque, etc.), et Berzélius, regar- 
dant ces effets comme un attribut du platine, avait donné à la cause 
de ces effets le nom d’action ou de force catalytique; la séparation de 
eau en ses éléments dans l’expérience de Grove fut regardée généra- 
lement comme un effet de cette force. Henri Deville ne se contentait 
pas des semblants d'explications décorés de mots qui ne font que 
masquer l’ignorance où l’on est des vraies causes des phénomènes. 

« Toutes les fois, dit-il (*), que l’on découvre un fait exceptionnel, 
le premier travail, je dirai presque le premier devoir imposé à l'homme 
de science, est de faire tous ses efforts pour le faire rentrer dans la 
règle commune par une explication qui exige quelquefois plus de 
travail et de méditation que la découverte elle-même. Quand on réus- 
sit, on éprouve une bien vive satisfaction à étendre, pour ainsi dire, 
le domaine d’une loi physique, à augmenter la simplicité et la géné- 
ralité d’une grande classification... 

» Mais, quand un fait exceptionnel échappe à toute explication, ou 
du moins résiste à tous les efforts que l’on a faits consciencieusement 
pour le soumettre à la loi commune, il faut en chercher d’autres qui 
lui soient analogues; quand on les a trouvés, il faut les classer progt- 
sourement au moyen de la théorie qu'on s’est formée. » 

Serviteur fidèle de la méthode expérimentale, Henri Deville étudia 


dangers sérieux. Projeté tout d’un coup dans l’eau, le platine produit une grande quan- 
tité du mélange explosif d'hydrogène et d'oxygène qui arrive à la surface de l’eau et peut 
y être allumé sans inconvénient. Mais lorsqu'on ne verse pas très vite le métal fondu, les 
premières portions de platine dégagent ce gaz tonnant qui remonte à la surface de l’eau, et, 
si le reste du filet de platine liquide n’est pas encore submergé, il enflamme ce mélange 
gazeux et produit, avec projection de métal incandescent, une explosion épouvantable (5008 
de platine ont été lancés au loin sous forme de poussiére dans une de ces expériences). 

(1) Recherches sur la décomposition des corps par la chaleur et la dissociation. Biblio- 
thèque universelle de Genève (Archives des Sciences physiques et naturelles, nouvelle 
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à fond l'expérience de Grove, montra que le platine n’y joue aucun rôle 
spécial, qu’on peut provoquer la séparation de l'hydrogène d'avec l’oxy- 
gène de l’eau au contact de corps quelconques, et, en élargissant le 
champ de ses expériences, reconnut que les composes les plus divers 
présentent le même phénomène, c’est-à-dire qu'entre certaines limites 
de température, les conditions de température et de pression étant 
déterminées, des composés pourront exister partie à l’état de combi- 
naison, partie à l’état de mélange des éléments dont cette combinaison 
est formée. Cet état particulier, il le nomma la dissociation des corps. 
Par une de ces vues lumineuses qui dissipent les brouillards du passé 
et ouvrent sur l’avenir de brillantes perspectives, il saisit l’analogie 
que ces phénomènes devaient présenter avec ceux que l’on observe 
dans la vaporisation de l’eau. 

De même que, dans un vase fermé contenant un liquide, une partie 
s’en dégage à l’état de vapeur jusqu’à saturation, à la température de 
l'expérience, de l’espace qui Jui est offert, de même, dans la décom- 
position des corps, pourraient coexister le composé et les produits 
de sa décomposition; et de plus, comme il est établi que, à une tem- 
pérature donnée, la production de la vapeur s'arrête lorsque la tension 
de la vapeur acquiert une valeur maxima toujours la même, et que, 
d’autre part, si, dans la même capacité, on fait arriver de la vapeur à 
une tension supérieure à la tension limite, une partie se condense 
jusqu’au retour à la tension maxima, il devra en être de même de la 
dissociation des corps qui, à une température donnée, sera limitée. 
Si les deux ordres de phénomènes sont de tous points comparables, on 
pourra réaliser l'équilibre de deux manières, à une température déter- 
minée : soit en chauffant seul le composé à dissocier, et alors une 
partie se séparera en corps plus simples qui coexisteront avec la por- 
tion non décomposée; ou bien en mélangeant les corps qui résultent 
de la décomposition, et, dans ce cas, une partie de ceux-ci s’uniront de 
manière à donner le même résultat que dans l'expérience précédente. 

Ainsi se trouvaient assimilées : la dissociation ou décomposition 
partielle des corps à l’évaporation et leur décomposition complète à 
la vaporisation totale. Les actions chimiques étaient rapprochées des 
phénomènes physiques, et cette vue féconde ramenant la Science aux 
idées chères à Berthollet, Lavoisier et Laplace sur la nature des actions 
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réciproques qu’exercent tous les éléments permettait d’en envisager 
désormais l'étude mécanique. Cette conception était exposée aux cri- | 
tiques de ceux qui jugent a priori : on pouvait dire que les raisons 
conduisant à supposer une combinaison entre plusieurs corps excluent 
la décomposition dans des conditions identiques de température; 
H. Deville le savait bien : aussi voulut-il l’étayer d'expériences ne lais- 
sant aucune place au doute, et les preuves qu’il accumula eurent le 
triple mérite de l'imprévu, de l’élégance et de la rigueur. 

Quoi de plus ingénieux et de plus varié que les procédés qu’il ima- 
gina? Pour isoler les deux éléments de l’eau dissociés, il dispose l’un 
dans l’autre deux tubes ayant même axe : l’intérieur est poreux, l’exté- 
rieur, verni sur ses deux faces, n’est pas traversé par les gaz aux plus 
hautes températures. Dans le tube poreux il fait arriver de la vapeur 
d’eau, dans l’espace compris entre les deux tubes il entretient un 
courant d'acide carbonique. On chauffe cet appareil entre 1000° et 
1300°, on recueille les gaz qui en sortent et l’on reconnaît que la 
vapeur d’eau du tube poreux s’est décomposée en hydrogène qui est 
passé par les pores du tube pour se mêler à l’acide carbonique exté- 
rieur et en oxygène qui sort à l’extrémité du tube intérieur. 

Au lieu d'utiliser, comme dans l’expérience précédente, la pro- 
priété qu'ont les gaz d’inégale densité de traverser en proportions 
tres différentes les cloisons poreuses, il met à profit la résistance 
qu’éprouyent à se combiner les mélanges gazeux lorsqu'ils sont très 
dilués dans un gaz étranger. C’est ainsi que dans un tube de porce- 
laine verni, rempli de fragments de porcelaine et chauffé à blanc, un 
courant d'acide carbonique entrainant peu de vapeur d’eau est, à sa 
sortie, mélangé d'hydrogène et d'oxygène provenant de la dissociation 
de cette vapeur. Dans cette expérience la vapeur d’eau s’est dissociée 
en hydrogène et oxygène. Ces deux gaz mélangés ne se recombinent 
pas complètement dans la région froide de l’appareil, parce qu'ils 
sont dilués dans une grande quantité de gaz étranger, l'acide carbo- 
nique, et aussi parce que la vitesse de ce courant les amène rapide- 
ment dans la région froide ou la combinaison n’est plus possible; on 
revient ainsi aux conditions de l’expérience de Grove. 

En suivant cette idée, Henri Deville est arrivé à établir une expé- 
rience absolument démonstrative : comme gaz diluant, il emploie le 
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gaz même à dissocier, ce qui élimine toute influence étrangère. Pour 
montrer la dissociation de l’acide carbonique, il fait passer ce gaz 
dans un tube de porcelaine chauffé à 1300° et recueille à la sortie du 
tube, dilué dans l'acide carbonique en excès, un mélange d’oxyde de 
carbone et d'oxygène dont les volumes sont presque rigoureusement 
dans le rapport de 2 à 1; l'acide carbonique s’est donc dissocié simple- 
ment en 2 volumes d’oxyde de carbone et 1 volume d'oxygène. 

Est-il possible de maintenir un corps à la température de 10° à 2°* 
de distance d’une enceinte close chauflée à 1300°? Ce problème, il 
fallait une audace peu commune pour le supposer réalisable; Henri 
Deville se l’est posé, et, sans tatonnement, il l’a résolu. Il dispose un 
tube de porcelaine verni cylindrique de 2°" de rayon au travers d’un 
fourneau qu’on pourra chauffer aux plus hautes températures; suivant 
l’axe de ce tube, il dispose un tube métallique étroit dans l’intérieur 
duquel il fait passer un courant d’eau. La chaleur spécifique de l’eau est 
si grande que, avec une vitesse de courant facile à réaliser, sa tempéra- 
ture ne s’éleve pas sensiblement. La couche gazeuse qui entoure le 
tube métallique est donc froide à quelques centimètres de la paroi du 
tube de porcelaine chauffé à 1300°. A l’aide de cet appareil, Henri 
Deville a prouvé qu’à haute température les gaz réputés les plus stables 
sont tous dissociés. 

Vient-on à faire passer dans le tube chauffé un courant d’oxyde de 
carbone : aussitôt, à la sortie des gaz, on manifeste la présence de 
l'acide carbonique et, après le refroidissement de l’appareil, on trouve 
sur le tube de laiton un dépôt de noir de fumée. L’oxyde de carbone a 
donc été dissocié en carbone qui, se déposant sur le tube froid, a été 
soustrait à l'oxygène, et en oxygène qui s’est uni à l’oxyde de car- 
bone en excès pour former de l’acide carbonique. Ce qui confirme 
cette interprétation, c’est que « les parcelles de charbon se sont dé- 
posées uniquement sur les parties inférieures du tube de laiton, les 
seules qui reçoivent le choc des molécules gazeuses au moment où 
elles s'élèvent, par suite de leur échauffement au contact de la paroi 
inférieure du tube de porcelaine (') ». 


(1) H. Device, Leçons sur la dissociation, dans les Leçons de Chimie professees 
devant la Société chimique, en 1864 et 1865, p. 318. 
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Dans le cas où les produits de la dissociation du corps étudié sont 
décomposés par le tube métallique, on le couvre par voie galvanique 
d’une couche d’un métal inaltérable, au moins par l’un d’eux, d'argent 
par exemple. On montre ainsi qu’à 1200° le gaz sulfureux est décom- 
posé en soufre et anhydride sulfurique : le soufre couvre l’argent d’une 
pellicule noire de sulfure d’argent sur lequel se dépose l’anhydride 
sulfurique que l’on trouve après refroidissement. 

Avec le gaz chlorhydrique à 1300°, le tube argenté et amalgamé 
d’avance se couvre d’une couche de chlorure de mercure et méme de 
chlorure d’argent provenant de l’action du chlore, en même temps 
qu'il se dégage de l'hydrogène. L’acide chlorhydrique a donc été dis- 
socié, mais sa tension de dissociation est très faible. 

Ces faits importants, Henri Deville en fit ressortir les conséquences 
par des résultats nouveaux et par l'interprétation de faits anciennement 
connus mais inexpliqués. Dans la préparation du potassium imaginée 
par Gay-Lussac et Thenard, où l’on décompose à la température blanche 
la potasse hydratée coulant sur du fer, Henri Deville démontra qu'il y 
a simplement dissociation des trois éléments potassium, hydrogène et 
oxygène qui sont isolés dans la région du tube la plus chauffée; à la 
sortie, l'oxygène est retenu par le fer et l'hydrogène se dégage avec 
le potassium; on s’explique ainsi que l’on ne trouve de l’oxyde de fer 
qu’à l’extrémité du tube, ce qui avait surpris les auteurs de l'expérience 
eux-mêmes. Regnault avait observé qu'un courant de vapeur d’eau 
qui passe dans un tube de porcelaine contenant une nacelle avec de 
l'argent en fusion dégage de l’hydrogène et, pendant le refroidisse- 
ment de l’appareil, de l'oxygène, ce qu’on expliquait en disant que 
l'argent décompose l’eau. Henri Deville montra qu'à la température 
de l'expérience il y a dissociation de l’eau : l'hydrogène se dégage et 
l'oxygène est retenu par l’argent fondu qui le dissout, mais l’aban- 
donne au moment de la solidification. A l’appui de cette interprétation, 
au lieu d’argent, il met de la litharge qui ne peut avoir sur l’eau 
aucune action, et le résultat observé est le même : il y a dégagement 
d'hydrogène ; quant à l’oxygene, soluble dans la litharge fondue, il s’en 
dégage au moment de la solidification. 

Henri Deville utilisa de même la notion de la dissociation de l’eau, 
de l'acide chlorhydrique et d’autres corps pour ua comme nous 
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l’avons indiqué plus haut (‘), la volatilisation apparente des corps les 
plus réfractaires, la transformation des composés amorphes en cris- 
taux et le mécanisme de la production des minéraux dans les filons 
et manifestations géologiques plus récentes. 

Il expliqua tout aussi aisément les décompositions inverses qui dé- 
fiaient alors toute interprétation; par exemple, la décomposition des 
carbonates alcalins*dissous par l’acide sulfhydrique et la décomposi- 
tion des sulfures dissous par un courant d’acide carbonique. 

« Quand on fait passer, dit-il (?), de ’hydrogene sulfuré dans une 
solution de carbonate de potasse placée dans un flacon, le gaz s’y dis- 
sout d’abord, puis forme une atmosphère plus ou moins pure à la 
surface du liquide. L’acide carbonique dissous peut se diffuser dans 
cette atmosphère : il est donc volatil dans l’acide sulfhydrique, et, par 
suite des lois de Berthollet, il doit être déplacé par ce dernier, et cela 
d'autant plus énergiquement que la tension de l’hydrogène sulfuré 
est plus grande dans le mélange gazeux qui est placé au-dessus du 
liquide, c’est-à-dire que le courant d’acide sulfhydrique a été plus 
longtemps continué. On peut dire que l’acide sulfhydrique dissous 
est fixe dans un milieu composé de sa propre substance et que l’acide 
carbonique y est volatil; donc à la fin celui-ci devra être chassé par 
un acide fixe. 

» Le même raisonnement fera voir que l’acide carbonique traversant 
une solution de sulfure de potassium le décomposera à la longue, en 
formant au-dessus de la liqueur une atmosphère dans laquelle l’acide 
sulfhydrique pourra se diffuser ou se volatiliser, tandis que l’acide 
carbonique deviendra relativement fixe; et l'intensité d’action de 
ce dernier sera d’autant plus grande que sa tension sera plus consi- 
dérable dans le mélange gazeux qui est en contact avec la surface du 
liquide. Je crois qu’on fait ainsi disparaître complètement la partie 
mystérieuse de ces phénomènes de masse. » 

Ces divers résultats, et bien d’autres que nous ne pouvons rappeler, 
avaient mis en évidence de la manière la plus incontestable la réalité 
des phénomènes de dissociation, la diversité des conditions dans les- 


(1) Pago 20. 
(?) Leçons sur la dissociation, p. 339 et 340. 
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quelles ils se produisent et le fait d’une variation avec la température. 
I] restait à trouver la loi de cette variation. Trois ans après la publi- 
cation des Leçons de son illustre maitre et ami, H. Debray eut l’insigne 
honneur et le très grand mérite de déméler les conditions simples 
dans lesquelles la dissociation présente à l'observateur des quantités 
mesurables, d’une interprétation sûre. L'étude du carbonate de 
chaux (1867), corps solide non volatil, dissociable en un corps solide 
fixe, la chaux, et en un gaz, l’acide carbonique, très difficilement dé- 
composable, le conduisit à formuler les lois du phénomène dans un cas 
bien déterminé : à une température ¢ donnée et quelle que soit la 
quantité de carbonate de chaux employée, au delà d’une certaine 
limite, dans un vase de capacité déterminée, le gaz carbonique atteint 
une tension maxima f constante; inversement, à la même tempéra- 
ture #, en présence d’un exces de chaux, l’acide carbonique, de tension 
initiale quelconque, très grande par exemple, est absorbé et la tension 
diminue jusqu’à la même valeur constante f. La tension / limite donc 
à la température ¢ deux phénomènes inverses : décomposition du car- 
bonate de chaux en chaux et acide carbonique, combinaison de l’acide 
carbonique avec la chaux. On l’appelle tension de dissociation à la 
température ¢. Vient-on à faire varier la température, la tension 
change pour reprendre toujours les mêmes valeurs aux mêmes tempé- 
ratures. Ainsi se trouvent précisées les analogies signalées bien des 
fois avec insistance par Henri Deville entre les phénomènes de disso- 
ciation et la transformation des liquides en vapeurs. 

Bientôt H. Debray étudiait d’autres phénomènes de dissociation sus- 
ceptibles de mesure et expliquait nettement les phénomènes, obscurs 
jusque-là, de l’efflorescence des composés hydratés. 

Un autre élève de Henri Deville, Isambert, inaugurait, par un 1m- 
portant travail sur la dissociation des chlorures ammoniacaux, une 
série de recherches poursuivies avec beaucoup de finesse, de sagacité 
et de persévérance. 

Puis, d’autres élèves, MM. Troost, Hautefeuille, Ditte, etc., s’en- 
gageaient dans la méme voie et appliquaient avec talent et succes les 
vues du maitre à l’étude des transformations isomériques et des réac- 
tions par voie humide limitées par des réactions inverses. 

Cependant Henri Deville avait appliqué ses procédés d’investigation 
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à des travaux variés, entre autres à l’étude des réactions qui se pro- 
duisent dans les flammes. L’idée d’analyser une flamme par points, 
autrement dit de déterminer la nature des gaz qui se trouvent dans 
ses diverses régions, est certainement des plus originales, le procédé 
employé n’est pas moins imprévu. Il consiste à faire usage d’un tube 
étroit en métal inoxydable, l’argent, disposé transversalement dans la 
flamme ; ce tube est percé latéralement d’un trou de o™™,2 de diamètre 
tourné vers le bas; d’un côté, il se continue par un long tube de verre 
plié verticalement qui s'ouvre dans la cuve à recueillir les gaz; de 
l’autre côté, il aboutit à une prise d’eau froide. Ce tube est traversé 
par un courant d’eau réglé par un robinet de façon que la chute de 
l’eau dans la partie verticale du tube détermine par le trou une as- 
piration. En disposant ce trou en tel point de la flamme que l’on veut, 
on peut puiser les gaz qui s’y forment; les conditions de l’expérience 
ont, du reste, été tellement combinées que ces gaz entrainés et rapide- 
ment refroidis se trouvent à tres peu près dans l’état de combinaison 
ou de mélange où ils étaient dans la flamme. On recueille ces gaz et 
on en fait l’analyse. D’autre part, à l’aide de fils de platine extréme- 
ment fins que l’on amène successivement dans les diverses régions de 
la flamme, on peut se rendre compte, par l’éclat ou la fusion du métal, 
de la manière dont varie la température. Envisageons seulement les 
expériences faites sur le mélange formé de 2 volumes d’oxyde de car- 
bone et 1 volume d’oxygène, qui doit brüler sans résidu en donnant 
2 volumes d’acide carbonique. Ce mélange s’échappant, sous une pres- 
sion de ro™™ à 18™™ d’eau, par une ouverture de 5™™4 de section, donne 
une flamme bleue de 70%" à roo™™ de longueur dans ses parties les 
plus visibles, ayant la forme d’un cône allongé dont la base est formée 
par l’orifice du tube et qui comprend un cône s'appuyant sur le même 
orifice et beaucoup plus foncé, mais de 18™™ seulement de hauteur. 

Les résultats des observations et des mesures « prouvent de la ma- 
nière la plus complète et la plus rigoureuse ('): 1° que lajtempérature 
va en croissant depuis l'extrémité supérieure de la flamme jusqu’au 
sommet du cône intérieur placé à sa partie inférieure; 2° que le rap- 
port des gaz non combinés (oxyde de carbone et oxygène) aux gaz 


(1) Leçons sur la Dissociation, p. 303. 
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combinés (acide carbonique) va en croissant depuis l’extrémité supé- 
rieure du dard où l’acide carbonique existe seul, jusqu’à la partie in- 
férieure, où les ? tout au plus des gaz oxygène et oxyde de carbone 
sont unis entre eux. Cette conclusion étonne au premier abord, mais 
elle est la vérification synthétique de toutes les recherches que j'ai 
faites jusqu’à ce jour sur la dissociation par la voie analytique. » Il 
constatait en effet qu’au sommet du dard la température dépassait le 
point de fusion de l’argent (954°), qu’elle atteignait quelques milli- 
mètres plus bas le point de fusion de l’or (1045°), que le platine était 
fondu à 5™™ au-dessus du sommet du cône intérieur et qu’à ce point 
le platine fondu projetait de vives étincelles et atteignait une tempé- 
rature qu’on pouvait évaluer à 1800°. Or, nous avons vu qu'entre 1000° 
et 1200° on dissocie partiellement l’acide carbonique en oxyde de 
carbone et oxygène et que la tension de dissociation augmente avec la 
température. Il doit donc y avoir dans la flamme d’autant moins d’a- 
cide carbonique que la température est plus élevée, c’est-à-dire que 
l’on considère des points plus rapprochés de la pointe du cône intérieur, 
où la température est maxima. Des phénomènes analogues se présen- 
tent pour toutes les flammes. | 
Préoccupé de donner plus d’extension à ces recherches, Henri De- 
ville eut l’idée de les exécuter dans un laboratoire clos où s’effectue- 
raient les combustions de mélanges gazeux divers sous des pressions 
graduellement croissantes. Pour n’avoir pas à faire les frais d’une in- 
stallation qui eussent été hors de proportion avec les ressourses de son 
budget, il intéressa à ses expériences un Ministre de la Marine, qui fit 
réunir par leurs faces antérieures les coffres de deux énormes chau- 
dières, de manière à constituer une vaste enceinte close et dont les deux 
parties devaient être disjointes après les expériences et utilisées pour 
leur destination primitive. De nombreuses promotions d'élèves de 
l’École ont vu pendant vingtans, dans la cour du laboratoire, cette longue 
chaudière à deux tubulures verticales, au sommet desquelles il fallait 
monter pour pénétrer à l’intérieur de l’appareil par un trou d'homme. 
L'idée directrice de ces recherches était l'assimilation des phéno- 
mènes de dissociation avec la transformation des liquides en vapeurs. 
« De même, disait Henri Deville, que le point fixe de la condensation 
de la vapeur d’eau augmente avec la pression, de même la tension de 
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la vapeur d’eau (complémentaire de la tension de dissociation) , 
dans la flamme d’un chalumeau à gaz tonnant, peut augmenter avec la 
pression extérieure et, avec elle, la température du dard. Telle est la 
proposition que M. Gernez et moi nous cherchons à démontrer en ce 
moment dans une longue série de recherches que nous avons com- 
mencées, depuis deux ans (!). 

» Dans une chambre cylindrique, de 40™ de capacité et dont les 
parois ont été essayées à 11 atmosphères, nous avons établi tout un 
laboratoire d’expérimentation spéciale. Des pompes mues par une ma- 
chine à vapeur y compriment l'air, après que nous y avons pénétré. 
Là, comme nous le ferions à l’air libre, nous déterminons, par des pro- 
cédés déjà connus, l’état de la matière au moment où elle se combine 
dans les flammes homogènes, et les températures qui s’y produisent. 

» Quand on prend quelques précautions indiquées par la pratique des 
appareils employés dans la construction des piles de pont, la compres- 
sion que l’on subit n’expose à aucun danger sérieux : la gêne de la respi- 
ration disparaît elle-même au bout de quelque temps d’exercice, même 
quand on pousse la pression à 2*",7, comme cela m'est arrivé; mais il 
ne faut faire les expériences que pendant l'été, à cause du refroidisse- 
ment considérable manifesté pendant la décompression, qui seule im- 
pose des précautions à l'opérateur. 

» Nos expériences portent actuellement sur la flamme homogène 
d'oxyde de carbone et d'oxygène; et je n’ai besoin de citer, pour le sujet 
que j’étudie aujourd’hui, qu’un seul point bien acquis : c’est que, à 
atm 7, le platine fond en étincelant avec un éclat et une facilité ex- 
trémes, comme il ne le ferait pas dans l’air, et fond dans les parties 
élevées du dard, où il rougirait seulement sous la pression ordinaire. 
La température de ces flammes augmente donc avec la pression 
qu’elles supportent; par suite, les quantités de matière qui se combi- 
nent sont plus grandes et la dissociation est moindre. » 

Ces expériences ne furent pas poussées à fond, à cause de l’état de 
santé de notre illustre maître : l'affection du cœur à laquelle il devait 
succomber se manifestait déjà pendant les décompressions, lorsqu'elles 
n étaient pas tres lentes, par des désordres inquiétants. 


(1) Comptes rendus, t. LXXIV, p. 145. 
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Cependant les objections que l’on avait élevées dès le début contre 
les vues qu'il avait émises étaient tombées peu à peu : des savants dis- 
tingués y puisèrent l’explication de faits dont l'interprétation leur avait 
échappé jusque-la. II seraitimpossible d’énumérer tous ces travaux inspi- 
rés, éclairés ou étendus à la lumière de cette conception de génie; citons- 
en quelques-uns parmi ceux qui ont eu le plus de retentissement, comme 
ayant pour objet l’explication d'importants phénomènes naturels. 

L’atmosphere qui nous entoure contient une quantité d’acide carbo- 
nique sensiblement la même en tous les points du globe : cela résulte 
des déterminations faites dans les régions les plus diverses, notam- 
ment aux stations où l’on a observé le dernier passage de Vénus sur le 
Soleil; cette quantité est d'environ les 3 dix-millièmes du volume to- 
tal, d’après les analyses de M. Reiset. Quelle est la cause de cette con- 
stance? On savait que les bicarbonates se dissocient soit dans le vide, 
soit dans l’air appauvri d’acide carbonique. M. Schlæsing a rattaché à 
ce fait l’explication du phénomène : les eaux pluviales ou toute autre 
cause enlèvent-elles à l’air une certaine quantité d’acide carbonique, 
aussitôt les bicarbonates en dissolution dans l’eau de la mer se disso- 
cient en carbonate de chaux insoluble et acide carbonique; ce gaz se 
dégage jusqu’à ce que sa tension ait atteint la valeur qui convient à 


la température ambiante et l’équilibre se rétablit. En même temps, 


ces eaux pluviales, chargées de gaz carbonique, passant sur les couches 
calcaires du sol, dissolvent du carbonate de chaux à l’état de bicarbo- 
nate; elles le portent à la mer où sa dissociation produit les dépôts 
calcaires qui s'accumulent au fond des eaux. Si, au contraire, la pro- 
portion d’acide carbonique venait à augmenter dans l'atmosphère, ce 
gaz serait bientôt absorbé par les vastes surfaces liquides : il en résul- 
terait la dissolution de quantités correspondantes des carbonates du 
sol; peu à peu, les proportions d’acide carbonique seraient ramenées à 
celles qui correspondent aux valeurs que prend la tension de disso- 
ciation des bicarbonates, dans les conditions de température et de pres- 
sion ow ils se trouvent. 

Cette dissociation des bicarbonates a donc pour effets le nivellement 
progressif des continents et l’élévation du fond des mers : c’est le phé- 
nomene régulateur des conditions atmosphériques au sein desquelles 
s’entretient la vie à la surface du globe. 
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Par une interprétation de même nature, P. Bert a complété la théorie 
.de la respiration. Ici encore des bicarbonates interviennent dans le 
phénomène : ce sont les alcalins. Le sang qui les ramène des diverses 
parties du corps, les apporte aux poumons : là, à travers les parois 
perméables des capillaires, les échanges gazeux peuvent s’effectuer 
entre l’air pur qui vient d’entrer dans les poumons et les bicarbonates 
dont la tension de dissociation est plus grande que la force élastique 
de l’acide carbonique dans l’air; il en résulte, à travers la membrane 
pulmonaire, un dégagement d’acide carbonique qui augmente juqu’a 
ce que la tension de ce gaz atteigne la valeur limite. Ce gaz est alors 
expulsé par le jeu des poumons pendant que le sang va reprendre, 
dans les profondeurs des tissus, l’acide carbonique qui reproduit les 
bicarbonates, et le même cycle d'opérations se renouvelle. 

Ainsi la notion de la dissociation nous fait connaitre le mécanisme 
d’un grand nombre de réactions chimiques, éclaire la formation des 
minéraux, complète nos connaissances sur les fonctions physiologiques 
les plus essentielles ; nous allons voir qu’on y a cherché l'interprétation 
des phénomènes cosmiques de l’ordre le plus élevé. 

Nous savons qu’aux plus hautes températures que l’on ait réalisées, 
la plupart des composés connus sont plus ou moins dissociés : il n’est 
pas téméraire de supposer que la température du Soleil est de beaucoup 
supérieure à celles que produisent les sources calorifiques dont nous 
disposons et, par suite, que les corps qui le constituent doivent être 
dissociés. D’autre part, les observations spectroscopiques démontrent 
que la plupart des corps considérés comme simples, d’après les épreuves 
auxquelles nous les avons soumis, se trouvent avec les mêmes pro- 
priétés dans le Soleil; la doctrine de la dissociation des corps composés 
à de hautes températures trouve donc ici une confirmation. 

Il y a plus, en supposant même qu'aucune cause étrangère ne four- 
nisse de la chaleur à cet astre, elle peut expliquer que, malgré la perte 
incessante, par rayonnement, d'immenses quantités de chaleur, il peut 
ne se refroidir qu'avec une lenteur extrême. Le Soleil ne doit pas, en 
effet, être assimilé à un corps solide incandescent qui rayonne de la 
chaleur sans en recevoir ou en produire. Ses éléments étant dissociés, 
le moindre abaissement de température doit déterminer la combinaison 
de certains d’entre eux et cette combinaison produira des quantités de 


J 
2 
. 
+ 


NOTICE SUR HENRI SAINTE-CLAIRE DEVILLE. S. 49 


chaleur qui amèneront aussitôt un refroidissement, d’où résulteraient 
de nouvelles productions de chaleur. En poursuivant l'assimilation, 
faite si heureusement par Henri Deville, des phénomenes de décompo- 
sition à la transformation des liquides en vapeur, on peut comparer 
l'effet produit par la partie des éléments solaires qui se combinerait à 
ce que l’on observerait en refroidissant une masse de vapeur d’eau à 
100° sous la pression de 760™™. Cette vapeur se transformerait en eau 
avec un dégagement de chaleur considérable, mais la température de 
cette eau ne baisserait au-dessous de 100° qu'après que toute cette 
chaleur serait dissipée. 

Il est clair que le refroidissement du Soleil serait encore plus lent si 
l’on admettait, comme plusieurs esprits distingués l’ont supposé, sans 
fournir, il est vrai, aucun fait certain à l’appui de cette hypothèse, que 
les corps considérés actuellement comme simples seraient en réalité 
dans le Soleil, au moins partiellement, à l’état d’éléments provenant 
de leur dissociation, ou méme seraient des groupements plus ou moins 
complexes d’une matiere unique, la seule réellement simple et consti- 
tuant la partie pondérable de l’univers. Les divers états d’agrégation 
de cette matière cosmique s’étant produits et continuant à se condenser 
dans le Soleil auraient, dans cette hypothèse, donné lieu, avec un 
abaissement de température relativement faible, à l'énorme quantité 
de chaleur émise jusqu'ici par cet astre. 

Telle est l'importance de la dissociation. C’est en 1857 que, par une 
intuition de génie, Henri Deville envisagea les corps chauffés à de 
très hautes températures comme amenés à un état particulier de dé- 
composition en des éléments plus simples, entre lesquels s’effectuent 
dès lors les combinaisons : cette notion, il l’a suivie à travers les diffi- 
cultés et les contradictions apparentes des phénomènes, il l’a étayée 
de preuves inattendues par des moyens d’une saisissante nouveauté, 
et, en la poursuivant avec une persévérance admirable dans les ordres de 
réaction les plus variés, il a réussi à la préciser. Il a montré que la 
décomposition effectuée sous l’influence de la chaleur est limitée par 
le phénomène inverse de la combinaison des produits séparés, en des 
proportions qui varient avec la température et la pression et que ces 
produits donnent lieu, pour chaque système de conditions, à un équi- 
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Ses autres recherches, qui forcèrent l'admiration de ses contempo- 
rains, étaient des pas en avant faits brillamment dans la voie du progrès; 
mais, pour ce qui est des connaissances nouvelles qu’elles ont données, 
les perfectionnements qu éprouveront les moyens d'investigation et les 
ressources dont on disposera dans l’avenir auront sans doute pour 
effet d’en diminuer l'importance près des générations futures. Quant à 
la découverte de la dissociation, elle ne risque point de baisser jamais 
dans l'estime des savants. Tout entière elle appartient à Henri Deville. 
Il eut le mérite de l’idée, il eut aussi le rare bonheur d’en apercevoir 
aussitôt les conséquences; le premier il les signala et les établit. Après 
lui, c’est par ses élèves qu’elles furent mises en œuvre avant d'être 
partout utilisées. Elle éclaire d’un jour nouveau des phénomènes cos- 
miques et biologiques d'importance capitale et relie les actions sur la 
matière des diverses manifestations de l’énergie. Sur les origines de 
cette idée maîtresse, les critiques les plus pénétrants ont exercé leur 
érudition sans lui trouver un précurseur. Elle assure à son nom l’im- 
mortalité. 


II. — Le Professeur. 


A l’École Normale, pendant une quinzaine d’années, Henri Deville 
donna par semaine une conférence aux élèves de première année et 
deux aux élèves de troisième année. Plus tard, il fut remplacé, près 
des élèves de première année, par M. Troost (1868), puis, par H. De- 
bray (1875), et il s’occupa alors spécialement de la troisième année. 

Son enseignement était de nature particulière; ce n’était pas, à pro- 
prement parler, un cours qu'il faisait aux élèves de première aunée, 
mais des leçons sur les points les plus importants de la Chimie géné- 
rale. La nécessité de préciser la matière de son enseignement le con- 
duisait à un examen minutieux des opinions et des théories reçues, 
dont il reconnaissait bien vite l'insuffisance. Dans ces leçons, après un 
exposé des phénomènes, il passait à leur interprétation, menait les 
élèves jusqu’à la limite des vérités acquises et, pour le reste, confes- 
sait honnêtement son ignorance provisoire. 

Cette manière de faire déroutait complètement quelques élèves 
habitués à la rigueur des Sciences mathématiques et disposés à ad- 
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mettre que, lorsque les théories ne sont pas parfaites, il vaudrait mieux 
9 . ‘ 3 FL 

n en point parler, mais leurs camarades savaient apprécier ces exposés 

dans lesquels les faits et les idées étaient soumis à une discussion 


‘severe et où le professeur établissait nettement la ligne de démarca- 


tion entre ce qui est démontré et ce qui est seulement possible. 

Il arriva souvent à des élèves de première année, qui visaient une 
préparation facile aux examens, de lui demander dans quels livres ils 
pourraient s'initier rapidement aux connaissances chimiques exigées 
des candidats. « Lisez, disait-il, les Mémoires originaux des maitres, 
de Lavoisier, de Berthollet, de Gay-Lussac, de Thenard, de M. Dumas. 
Si vous voulez un Traité de Chimie, prenez ceux de Thenard et de 
M. Dumas. » Et si quelqu'un lui faisait remarquer que ces livres 
dataient de trente, de quarante ans, que la Science avait progressé de- 
puis : « Étudiez-les avec soin, ajoutait-il, vous n’y trouverez rien qui 
n’ait été observé très exactement par ces maitres; mais, comme la 
Science a marché, vous vous servirez de ses progrès pour aller plus 
loin que leurs auteurs. Il vous arrivera sans doute de trouver l’inter- 
prétation de phénomènes qu’ils ne pouvaient comprendre, parce qu’ils 
ignoraient un grand nombre de faits découverts depuis, et présentant 
avec eux des analogies qu’il était alors difficile de soupçonner. » 

Et de fait, pour ne citer qu’un exemple, il montrait que, dans la pré- 
paration du potassium par l’action de la potasse en fusion sur le fer, 
toutes les particularités du phénomène, encore inexpliquées, avaient 
été si bien signalées par Gay-Lussac et Thenard (‘) qu'il ne lui était 
resté à faire qu’une expérience de vérification pour en donner la théorie 
complète (?). 

Mais le trait caractéristique de son enseignement, c’est la guerre 
qu’il poursuivait avec une infatigable ténacité contre les idées mal 
définies et les expressions vagues sous lesquelles des savants très dis- 
tingués ont désigné des forces hypothétiques diverses imaginées pour 
masquer l'insuffisance des explications. Il les attaquait, pour ainsi dire, 
corps à corps, et montrait ce qu’elles avaient d’insuffisant, d’inexact 


et de dangereux. 


(1) Recherches physico-chimiques, t. I, p. 94. 
(2) Voir p. 41. 
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Biot avait déjà montré combien il est contraire aux méthodes vrai- 
ment scientifiques de faire intervenir dans l'explication des phéno- 
mènes chimiques des forces que l’on ne peut définir. « En Mécanique, 
disait-il, le mot force désigne une cause de mouvement, dont les effets 
observés peuvent seuls être introduits dans le raisonnement ou le cal- 
cul, à l’état de quantités. Cela exige, pour première condition, que 
l'on définisse l’élément matériel auquel la force s’applique, et la di- 
rection du mouvement qu’elle tend à lui imprimer. Maintenant, si 
vous considérez la complication des phénomènes généraux et molécu- 
laires qui s’opèrent dans les corps matériels, comment pourrez-vous 
attacher ces notions précises à la force d’agrégation et à la force d’affi- 
nité, entre lesquelles vous voulez les répartir? Et qu’y a-t-il plus con- 
traire à la raison que de les attribuer ainsi à deux forces simples 
distinctes l’une de l’autre, quand ils s’accomplissent évidemment sous 
influence d’une infinité de forces, dont les caractères sont divers, 
que l’on ne saurait définir, et qui agissent toujours simultanément? 
Cette fausse application des idées mécaniques infeste toutes les sciences 
expérimentales, étant merveilleusement commode pour les interpré- 
tations vagues. Nous avons ainsi la force vitale, la force d'organisation, 
la force d’endosmose, tant d’autres que l’on crée chaque jour. Une fois 
le mot admis, son sens figuré se prend comme vrai et réel. Voyez, par 
exemple, la fécondité philosophique de cette espèce de pouvoir pro- 
chain que les chimistes appellent l’affinité. Quand il commence à s’in- 
troduire, Boerhaave se le représente comme une sorte d’affection sen- 
timentale, quelque chose d’analogue au mariage : il aurait pu y trouver 
le divorce. On ne dit guère autrement aujourd’hui, mais on s’explique 
moins. I] semblerait aussi qu’on y reconnaît diverses nuances, comme 
dans les amitiés ; car nous avons des affinités simples, doubles, élec- 
tives, prédisposantes, auxquelles il a fallu ajouter une façon de mes- 
mérisme auxiliaire, la force catalytique. » 

Après des études originales sur les faits que l’on considérait 
comme les manifestations de ces forces, Henri Deville a réussi, comme 
nous l’avons vu, à démêler la véritable interprétation de plusieurs ca- 


(1) Bior, Journal des Savants, mai 1848, p. 140. 
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tégories importantes de phénomènes qu’on leur attribuait : c’était la 
meilleure manière de montrer l’inanité de ces conceptions vagues et 
de donner de l’autorité aux saines doctrines que les professeurs ont 
mission de propager. 

Un point, le plus important peut-être de tous ceux qu’il mit en lu- 
mière dans son enseignement, ce fut l’idée qu'il faut se faire des 
Sciences expérimentales, de leurs théories et de leurs méthodes. 

Il l’a formulée dans une page (‘), que tous ceux qui pratiquent ces 
Sciences auront profit à méditer. 

« Il ne faut pas l'oublier, la Chimie est une science naturelle. 
Nous étudions, nous observons, nous expérimentons la matière, telle 
qu’elle est faite. Les pierres, les minéraux, les éléments des êtres or- 
ganisés, tout ce qui se trouve autour de nous sur la terre nous est offert 
comme l’objet illimité d’un travail sans fin. Quoi que nous fassions, 
quelles que soient les tendances contemporaines à l’abstraction, nous 
devons employer, pour arriver à la découverte de la vérité, les mé- 
thodes usitées dans les Sciences naturelles. Établissons les analogies, 
constatons les ressemblances et les différences de tout ordre, faisons 
peu à peu le travail d’une classification qui sera longtemps, qui sera 
peut-être toujours incomplète; expérimentons constamment pour 
prouver la légitimité des principes qui nous guident ou pour en dé- 
montrer l’imperfection ou l’inexactitude; mais jamais ne nous fions 
un instant aux hypothèses et surtout jamais ne donnons un corps et 
une réalité aux abstractions que nous impose la faiblesse de notre 
nature. Je m’explique. Toutes les hypothèses admises aujourd’hui dis- 
paraitront nécessairement de la Science. Je ne fais aucune exception, 
méme en faveur de cette théorie des ondulations, admirable concep- 
tion de l’esprit humain, où l’hypotheése de l’éther lumineux laisse 
encore bien à désirer. Quant aux abstractions, elles sont nuisibles, 
lorsqu’on oublie leur origine et leur entrée dans la Science, et elles 
nous conduisent alors à ce mysticisme scientifique, dont la Chimie 
donne, en ce moment, un dangereux exemple. » 

Et, après avoir fait ressortir la vanité de quelques-unes des hypo- 


(1) Leçons sur l'affinité dans les Leçons de Chimie faites en 1867, devant la Société 
chimique, p. 19. 


Ss. 54. D. GERNEZ. : 


thèses imaginées pour l'explication des phénomènes électriques, il 
ajoute : deta | ; 

« Ilen est de même en Chimie. L'hypothèse des atomes, l’abstraction 
de l’affinité, des forces de toute sorte que nous faisons présider à toutes 
les réactions des corps que nous étudions, sont de pures inventions 
de notre esprit, des noms que nous faisons substance, des mots aux- 
quels nous prêtons une réalité. Toutes ces hypothèses, toutes ces abs- 
tractions ne sont heureusement pas indispensables. Nous étudierons 
les phénomènes chimiques, nous établirons leurs similitudes ou leurs 
différences; nous expérimenterons pour établir une classification pro- 
visoire, et nous constituerons ainsi une science, dont toutes les parties 
échapperont à toute critique. » 

Les élèves de troisième année recevaient un enseignement d’un 
autre genre. Pendant un certain nombre d’années, Henri Deville fit un 
véritable cours de Chimie analytique : c’était un exposé magistral des 
méthodes, une discussion serrée des procédés, l’énumération détaillée 
des tours de main et la description minutieuse des appareils les mieux 
appropriés aux problèmes à résoudre, enfin tout un système d’indi- 
cations, dont aucune n’était superflue. Ces notions étaient présentées 
sous un jour qui frappait, à tout jamais, l'esprit des élèves et quelque- 
fois avec un tour familier, qui était un des charmes de ces leçons. Pour 
ne citer qu’une de ses saillies : « Il est heureux, disait-il, que le verre 
n’ait pas été inventé par des savants! Ils n'auraient pas manqué de 
faire remarquer que, pulvérisé et mis dans l’eau bouillante, il y perd le 
tiers de son poids, ce qui est parfaitement exact. Qui eût osé dès lors 
en faire un vase à boire? » 

Mais son triomphe était l'examen critique des leçons que les élèves 
faisaient devant lui. Après une préparation longue et soignée, le futur 
professeur n’était pas éloigné de compter, pour ses débuts, faire un 
coup de maitre. Il commençait sa leçon et parlait encouragé par les 
regards bienveillants de son juge et souvent il ne doutait pas du succès. 
Mais le maître prenait la parole et d’un air désolé, plus éloquent que 
les plus vifs reproches, il lui mettait sous les yeux ce qu’il avait dit 
de superflu, d’insignifiant et de défectueux; il lui indiquait comment 
le point important de la leçon devait être mis en relief, de quelles 
preuves il fallait l’étayer et dans quel ordre gradué on devait les pré- 
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senter, enfin quels accessoires ne devaient pas être négligés. Quant à 
la partie expérimentale, il en faisait ressortir toute l’importance, exi- 
geant la propreté la plus raffinée, les soins les plus rigoureux, l’élé- 
gance dans la disposition des appareils et l’aisance dans tous les mou- 
vements du professeur. L’auditoire était émerveillé qu’on put trouver 
a dire tant et de si bonnes choses sur une lecon qui souvent n’avait pas 
été terminée, et le débutant sentait vivement, pour la premiere fois, la 
nécessité d’acquérir, pour arriver au succès, une foule de qualités 
dont il ne s’était pas préoccupé jusque-là. 


III. — Le Chef d’Ecole. 


Henri Deville n’avait pas oublié l’influence heureuse gu’avait eue 
sur sa carrière scientifique le bienveillant patronage de Thénard et de 
Dumas; il comprenait tout ce qu’il y aurait d’avantageux pour le bien 
public 4 placer les jeunes gens que tente la recherche de Vinconnu 
dans les conditions où leur activité scientifique peut se développer le 
mieux; aussi dépensa-t-il tout son zèle et tout son crédit pour obtenir 
ce résultat et nul n’y a mieux réussi. 

Il a retenu pres de lui tous ceux chez lesquels il avait reconnu une 
aptitude spéciale, mais il ne leur a jamais imposé une direction. S’il 
les voyait, suivant un travers assez naturel à ceux qui n’ont encore 
puisé la science que dans les livres, fouiller la bibliothèque pour y 
découvrir un sujet de travail, il leur disait paternellement : « Fermez 
bien vite tous les livres, venez au laboratoire, passez-y toute la journée, 
faites-y n'importe quoi, reprenez, par exemple, minutieusement un 
travail classique; vous êtes intelligent, vous ne tarderez pas à trouver 
quelque résultat intéressant. » L'observation minutieuse de faits 
même connus et la discussion de tous leurs détails, voilà ce qu'il 
considérait comme la meilleure initiation. 

Une fois le débutant au travail, il était libre de faire, sous ses yeux, 
les essais qui auraient pu semblerles plus stériles; tout au plus inter- 
venait-il s’il surprenait un écart évident. Ce maître incomparable se 
gardait bien de couper les ailes à l'imagination, et si l’on s’étonnait 
de sa réserve : « Faraday, répondait-il, m’a conté que jamais il n’indi- 
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quait le but qu’il poursuivait en essayant une expérience, de peur 


d’être considéré comme n’ayant pas le sens commun. » 

De nombreux élèves d'Henri Deville profitèrent de l’hospitalité 
qu’il leur offrait dans son laboratoire; quelques-uns devinrent ses col- 
laborateurs, tous furent ses amis, et leur admiration pour lui fut 
d'autant plus vive qu'ils jouissaient davantage de toutes les ressources 
de son expérience et de son esprit. A tous il donnait l'exemple du 
travail sous toutes ses formes, ne dédaignant pas les opérations les 
plus vulgaires, actionnant le ventilateur, construisant de ses propres 
mains un fourneau perfectionné et amenant ainsi ses aides à un degré 
d'entraînement qu’ils ne se seraient pas crus susceptibles d’atteindre. 
Pendant une dizaine d'années, il n’interrompit jamais ses expériences 
dans le milieu de la journée; il prenait un repas sommaire, entre 
temps, souvent même il se contentait d’un morceau de pain qu’il lui 
_ arrivait de ne pas manger entièrement. Sa santé n’eût pas résisté à un 
tel régime; elle s’améliora le jour où il obtint de déjeuner au réfec- 
toire de l’École, à la table des préparateurs et près de celles des élèves. 
Il n’y faisait jamais une longue station, mais comme il avait l’art 
d’égayer ses commensaux par les fines saillies de son esprit bienveil- 
lant et toujours jeune! C’est un fait digne d’étre signalé que, malgré 
le soin avec lequel il s’ingéniait à supprimer les distances du maitre 
à l’élève, il ne s’en est rencontré aucun qui ne lui ait conservé, avec 
la plus vive affection, la vénération la plus profonde. 

Lorsque Henri Deville arriva à l'École Normale, H. Debray y rem- 
plissait depuis quelques mois les fonctions d’agrégé-préparateur, 
c'est-à-dire était chargé de la partie pratique de l’enseignement. Il 
l’initia aussitôt à ses travaux sur l'aluminium; l'élève fut bientôt en 
état d'appliquer ses connaissances nouvelles à une importante étude 
sur le glucium et ses composés, qu’il présenta comme thèse de doc- 
torat (*), et dès lors il poursuivit sans interruption pendant trente-sept 
ans au laboratoire de l’École, soit seul, soit en collaboration avec son 
illustre maître et ami, les travaux remarquables qui l'ont fait entrer à 
l’Académie des Sciences. 


A la même époque, Henri Deville associait à un travail sur la 


mm Se ae 


(1) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLIV, p- 5-41; 1855. 
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recherche du fluor dans les topazes (‘) un autre de ses élèves, 
M. Fouqué, qui débutait alors dans la carrière scientifique et dont la 
nomination à l’Institut (13 juin 1881) fut une joie de ses derniers jours. 

Peu après, M. Troost préparait à l’École une thèse de doctorat sur 
le lithium et les sels de lithine (?), commençait avec Henri Deville 
une série magistrale de recherches sur les densités de vapeurs à hautes 
températures, la porosité de la fonte et de l’acier, la reproduction des 
minéraux, et exécutait seul ou en collaboration avec M. P. Hauteteuille 
les travaux qui, après l’avoir rendu le collègue de son maitre à l’École, 
puis à la Sorbonne, lui ont ouvert les portes de l’Académie. 

En même temps, M. Fernet, aujourd’hui Inspecteur général de 
l'Instruction secondaire, étudiait au laboratoire la solubilité des gaz 
dans les solutions salines et portait la lumière sur un point important 
de la théorie de la respiration (*). 

Lamy, professeur de Chimie industrielle à l’École centrale des Arts 
et Manufactures, trouvait au laboratoire de l’École une hospitalité qui 
lui permettait de compléter ses brillantes découvertes sur le thallium 
et d'essayer l’application, à la Pyrométrie industrielle, des propriétés 
des composés le plus nettement dissociables (*). 

Je ne puis évoquer ces souvenirs sans éprouver l'émotion d’une 
vive reconnaissance pour le gracieux accueil que j'ai trouvé pres de 
notre cher maitre lorsque, nommé dans un lycée de Paris, je n’avais 
où continuer des travaux déjà commencés. J’ai assisté alors au spec- 
tacle réconfortant donné par tous ces savants qui accouraient au labo- 
ratoire, sitôt leur tâche professionnelle remplie, reprenaient avec une 
ardeur entrainante les essais interrompus et, sans se gêner récipro- 
quement, animés de la plus franche cordialité, travaillaient le sourire 
aux lèvres, à l'exemple du maitre. 

AH. Debray ont succédé, dans les fonctions d’agrégé-préparateur, 
une série d'anciens élèves de l’École qui ont porté dans les chaires du 


(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. XXXYVII, p. 317; 
1854. 
(2) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LI, p. 103-147; 1857. 
(3) Annales des Sciences naturelles, t. VII, p. 125 (Zoologie); 1857. 
(*) Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 1** série, t. I, p. 71, 1865, et 
Comptes rendus, t. LXIX, p. 347, et t. LXX, p. 395. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. S.8 
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haut enseignement, en Province ou à Paris, les habitudes d’un travail 
consciencieux, d’une grande largeur de vues, d'une critique un peu 
sévère pour les doctrines sans précision, mais foncièrement bienveil- 
lante pour les personnes, qualités dont ils avaient sous les yeux le 
plus brillant exemple. 

M. G. Lechartier appliqua tres habilement dans sa these de docto- 
rat (‘) les procédés analytiques du maitre à déterminer la composition 
des silicates tres complexes, staurotides, amphiboles, trémolites qu’il 
avait purifiés avec la patience la plus minutieuse. Envoyé à la Faculté 
des Sciences de Rennes, dont il est aujourd’hui le doyen, il cultiva 
les qualités solides qu’il avait développées à l’École. Elles donnèrent 
à ses travaux ultérieurs une valeur que l’Académie récompensa par le 
titre de Correspondant. 

F. Isambert, décédé professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers, 
esprit d’une rare finesse, manipulateur fort habile, eut le grand mérite 
de donner dans sa thèse sur la dissociation des chlorures ammonia- 
caux (?) une confirmation éclatante des lois mises en lumière par 
H. Debray dans ses études magistrales du carbonate de chaux et des 
sels hydratés. Malgré les obstacles qu’apportait à son activité une 
constitution délicate, il réussit à porter la lumière sur bien des points 
obscurs que présentaient certains phénomènes de dissociation. 

M. Ditte, aujourd’hui professeur à la Sorbonne, fit, en vue de sa 
thèse, une étude minutieuse de l’acide iodique et des iodates (*), et 
utilisa son séjour à l'École pour exécuter de nombreux travaux sur les 
spectres d'émission des corps simples non métalliques, la mesure des 
chaleurs de combustion, sur la dissociation des composés hydrogénés 
du sélénium et du tellure et leur volatilisation apparente. 

M. Joly mit à profit une riche collection de minéraux et de produits 
purs qu'Henri Deville avait rassemblés ou préparés en vue de ses 
recherches sur les densités de vapeurs et réussit à ajouter des faits 
nouveaux et importants aux études magistrales de Roscoë et de 
M. de Marignac sur les composés du niobium et du tantale ; sa thèse 


(1) Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 1° série, t. I, p. 81; 1864. 
(2) Zd., 1" série, t. V, p. 129; 1868. | 
(3) Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XXI, p. 5; 1870. 
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était un excellent début d’une carrière brillante (‘). Il doit à ses 
savants travaux ultérieurs d’être professeur-adjoint à la Sorbonne, 
maitre de Conférences et directeur du laboratoire de l’École. 

M. Margottet fit une thèse sur les sulfures, les séléniures et les tel- 
lures métalliques (*), donna des moyens élégants et simples de réaliser 
directement la préparation d’un certain nombre de ces composés. Après 
avoir professé aux Facultés de Montpellier et de Dijon, il est recteur de 
l’Académie de Chambéry. 

M. Chappuis, aujourd’hui professeur à l’École centrale des Arts et 
Manufactures, découvrit, avec son maitre M. P. Hautefeuille, que 
l'ozone est un gaz coloré susceptible de se condenser en un liquide 
bleu, ajouta à la liste des composés oxygénés de l’azote un nouvel 
acide et donna dans sa thèse (*) une étude détaillée des spectres d’ab- 
sorption de ces composés gazeux. 

M. Parmentier, professeur à la Faculté des Sciences de Clermont, 
réussit à obtenir d’intéressantes combinaisons silico-molybdiques (*) 
prévues par M. de Marignac et qui avaient échappé aux investigations 
d’habiles chimistes. 

M. Dufet, devenu maître de Conférences de Minéralogie à l’École, 
commençait ses importantes recherches sur les propriétés optiques 
des sels isomorphes. 

M. Charles André, aujourd’hui professeur d’Astronomie à la Faculté 
des Sciences et directeur de l’observatoire de Lyon, faisait au labo- 
ratoire une thèse sur la diffraction dans les instruments d’optique et 
son influence sur les observations astronomiques. 

M. Angot, qui dirige maintenant un des services du Bureau central 
météorologique, étudiait l’agrandissement que peuvent éprouver les 
images photographiques d'objets fortement éclairés, et les méthodes 
d'observations photographiques pour le passage de Vénus. 

Parmi les savants étrangers à l’École qui vinrent chercher au labora- 
toire des inspirations et une hospitalité qu'ils payèrent par l'éclat de 


(1) Annales scientifiques de l'Écou Normae supérieure, 2° série, t. VI, p. 125; 1877. 
(2) Zd., 2° série, t: VIII, p. 279; 1879. 

(3) Id., 2° série, t. XI, p. 137; 1882. 

(+) Id., 2° série, t. XI, p. 187; 1882. 
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leurs travaux, il convient de rappeler les noms de ceux qui y ont fait 
un long séjour. os 

Le colonel du Génie H. Caron, Directeur du laboratoire du Comite 
d’Artillerie, collaborateur d’Henri Deville pour les recherches sur le 
silicium, le magnésium, les synthèses minérales diverses, étudia seul 
les métaux alcalino-terreux et la production de l’acier. 

M. L. Grandeau, doyen honoraire de la Faculté des Sciences de 
Nancy (‘), professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, y fit une 
thèse sur la présence du rubidium et du cœsium dans les eaux natu- 
relles, les minéraux et les végétaux. 

M. P. Hautefeuille, professeur de Minéralogie a la Sorbonne, passa 
trente-deux années au laboratoire, où il remplit pendant douze ans les 
fonctions de sous-directeur du laboratoire des Hautes Etudes et celles 
de maitre de conférences de Minéralogie pendant dix ans. Associé par 
son illustre maitre à plusieurs de ses travaux, il a effectué avec M. Troost 
des recherches capitales sur les transformations isomériques et a réalisé 
seul ou avec l’aide de collaborateurs (M. Margottet, M. Perrey) un 
grand nombre de produits nouveaux ou d’espèces naturelles impor- 
tantes. 

M. Damour, membre de l’Académie des Sciences, analyste d’une 
habileté rare, fit avec Henri Deville une étude très soignée des colom- 
bites (?); leurs analyses, dont un contrôle réciproque garantissait 
l'exactitude, démontrèrent que le dianium, métal prétendu nouveau 
qu’on avait affirmé y être contenu, n’existe pas. 

M. Cailletet, membre de l’Académie des Sciences, que ses recherches 
sur la liquéfaction des gaz ont rendu célèbre, trouva au laboratoire, 
avec les conseils et les encouragements du maitre, tous les moyens 
de les perfectionner et de les faire connaître. 

M. A. Clermont, docteur ès Sciences, fit une étude sérieuse et inté- 
ressante du chloral, de l'acide trichloracétique et de ses dérivés. 

M. A. Perrey, sous-directeur du laboratoire de Minéralogie à la 
Sorbonne, appliqua près d'Henri Deville pendant plusieurs années les 
meilleurs procédés d'analyse à l’étude de tous les produits qu’on uti- 


(1) Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXVIL; p. 155. 
(2) Comptes rendus, t. LI, p. 1044; 1866. 
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lise dans l’industrie de l’aluminium et acquit ainsi une habileté qui 
lui permit d’aborder avec M. P. Hautefeuille les questions les plus 
délicates. 

Bong, ingénieur des Arts et Manufactures, enlevé bientôt après par 
une mort prématurée, perfectionnait son instruction par des recher- 
ches délicates sur les cyanures. 

M. Baubigny, répétiteur à l’École Polytechnique, se préparait aux 
recherches analytiques qui l’ont si brillamment mis en évidence. 

L’amiral Zédé vint expérimenter, non sans danger pour sa vie, les 
moyens de propulsion automatique des torpilles dans les premiers 
instants de l’explosion. 

M. P. Demondésir, ancien ingénieur des manufactures de l'État, 
vint chercher près de son vieil ami les moyens de mettre au service de 
la science sa dextérité expérimentale et la pénétration de son esprit. 

Plusieurs savants étrangers à la France ont tenu à honneur de tra- 
vailler au laboratoire d'Henri Deville. Je citerai seulement : 

M. Hiortdahl, professeur à l’Université de Christiania, qui fit con- 
naître d'importantes propriétés de la zircone. 

Radominsky, jeune ingénieur mort prématurément après avoir 
publié des recherches intéressantes sur les composés du cérium. 

Stas, l’ami de jeunesse d'Henri Deville, ramené souvent, surtout 
dans les dernières années, au laboratoire, par les expériences du con- 
trôle des analyses de l’alliage employé pour fabriquer les étalons mé- 
triques internationaux. L'amitié de ces hommes éminents que le temps, 
l’éloignement et les circonstances de leur carrière n’avaient jamais 
diminuée, semblait prendre à chacune de leurs rencontres une vigueur 
nouvelle et rien n’était touchant à contempler comme les manifes- 
tations mutuelles de leur vive et sincère affection. 

Henri Deville ne refusa jamais à un chercheur, quel qu’il fût, l’accès 
du laboratoire, même lorsque rien ne garantissait la valeur de ses 
travaux. Bien plus, nous l’avons vu accueillir un professeur dont le seul 
titre à sa bienveillance était qu’il avait la charge de nombreux enfants, 
l’encourager et l’amener au bout d’un certain temps à conquérir le 
grade de Docteur qui assurait l'existence de toute sa famille. 

Ce n’était pas seulement de la Chimie qu’on faisait dans ce labo- 
ratoire, j'y al vu préparer une très bonne thèse d'Histoire naturelle sur 
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les insectes, à une époque où les laboratoires officiels de sciences 


‘ 


naturelles n’admettaient pas d'élèves. 

Il se produisit même un fait plus curieux encore : un astronome 
adjoint de l'Observatoire de Paris, en délicatesse avec son Directeur, 
qui paraissait se plaire à entretenir avec ses administrés des relations 
difficiles, surtout pour eux, cherchait en vain un local pour effectuer 
un travail d’Astronomie physique; Henri Deville lui offrit les caves du 
laboratoire et, l’année suivante, l’astronome devenu Docteur était en 
situation de quitter son Directeur, et d’aller enseigner l’Astronomie 
dans une Faculté de province. 

Parmi les hôtes exceptionnels du laboratoire je citerai un alchimiste, 
je veux dire un personnage qui s’était fait signaler par les journaux 
comme possédant le précieux secret de faire de l’or. Il arrivait avec une 
subvention pour ses recherches et une recommandation spéciale pour 
Henri Deville. On suivit ses opérations et l’on reconnut que, pour pro- 
duire de l’or, il amorçait fort ingénieusement le phénomène avec des 
quantités notables de ce métal, contenu dans la cendre de son cigare 
qu'il laissait adroitement tomber dans le creuset. Se sentant démasqué, 
il disparut. 

Les résultats qu’Henri Deville avait observés autour de lui fournis- 
saient d'excellents arguments en faveur de la nécessité de ces foyers 
de haute culture pratique. I] les fit valoir avec la' plus vive insistance 
pres d’un Ministre (Victor Duruy) auquel l’Université conserve un 
souvenir reconnaissant et son influence a puissamment contribué a la 
création des laboratoires des Hautes Etudes. C’est là que pendant 
plusieurs années des jeunes gens d’un savoir éprouvé viennent s’ini- 
tier à la pratique des meilleurs procédés d’expérimentation au grand 
profit de leur instruction et de l’enseignement qu'ils auront à donner. 

Plus tard, au Conseil supérieur de l’Instruction publique, où l’avaient 
appelé la confiance et l’affection de ses collègues, toutes les mesures 
libérales qui eurent pour objet d’établir l'indépendance du savant et 
de faciliter ses travaux n’eurent pas de défenseur plus autorisé et plus 
ardent que lui. 

Quant à l’École Normale, il l’aimait à cause de la nature de ses élèves 
chez lesquels il rencontrait les qualités qu’il prisait le plus. « Je trouve 
chez eux, disait-il, la dignité du caractère, la tolérance la plus large 
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pour les idées d’autrui, le sentiment de ce qu’il leur reste à apprendre 
et le dévouement à la science. » Il l’aimait aussi pour sa constitution 
libérale qui ne crée aucun privilège, assure le bénéfice d’une vie 
sérieuse dans un milieu intelligent, où les ressources ne manquent 


pas pour le travail, et surtout donne à chacun des élèves l'inappré- 


ciable avantage de se mesurer avec des égaux, quelquefois avec des 
supérieurs, et de n’être pas exposé, comme les célébrités de clocher, à 
faire illusion à soi-même ni aux autres. Toujours il a été fermement 
attaché à l’École, et il l’a servie, non seulement par l’éclat des décou- 
vertes qu'il y a effectuées, mais par le zèle et l’habileté qu'il a déployés 
lorsqu'il s’est agi de la défendre. Il y a une vingtaine d'années, quelques 
novateurs qui dissimulaient leurs projets secrets sous un hommage 
prétendu qu’ils semblaient rendre à l’École, avaient imaginé de faire 
décréter par les pouvoirs publics que les élèves sortant de l’École 
Polytechnique pourraient sans examen être admis à l’École Normale 
pour suivre les cours de la troisième année et se présenter à l’agré- 
gation apres cette année d’études. L'adoption d’une pareille mesure 
eût rapidement amené la suppression des deux premières années 
et compronis l'existence de la division scientifique de l'École. Henri 
Deville s’attaqua à ce projet à peine émis et avec sa pénétration habi- 
tuelle fit si bien qu'il n’en a plus été parlé depuis. 

Tl lui était d'autant plus facile de servir l’École et de la défendre 
qu'il n’en était pas sorti et que les amitiés solides qu'il s’était acquises 
de tous côtés le renseignaient mieux que tout autre sur ce qu’il pou- 
vait y avoir intérêt de faire ou d’éviter pour en assurer la prospérité. 


IV. — L'Homme de bien. 


Après avoir passé en revue tant d'importantes découvertes qu. s’épa- 
nouissent dans les directions les plus diverses et pour lesquelles Henri 
Deville a dépensé les ressources d’une prodigieuse activité, il semble 
qu'il n’y ait plus rien à faire qu’à admirer la fécondité de son génie; 
tous ceux qui l’ont approché savent qu’il y a encore à envisager une 
autre partie de son existence, aussi active, aussi remarquable, mais 
plus accessible à tous et dans laquelle le bien qu’il a fait est inesti- 
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mable. Elle se compose des instants bien remplis qu’il trouva moyen 
d’enlever tous les jours à la science au profit de bonnes actions. C’était 
sa seule distraction, mais rien ne lui coûtait pour satisfaire cette im- 
périeuse passion de dévouement. Demandes, instances, supplications, 
démarches de tout genre, il ne ménageait rien. On vit briller alors 
avec le plus vif éclat les qualités maîtresses qui l’avaient conduit aux 
plus étonnantes découvertes et qui triomphaient de tous les obstacles: 
le discernement le plus pénétrant, l’ardeur la plus intelligente et la 
ténacité la plus infatigable, qualités qu’il eut à un degré tel qu’il est 
impossible de décider lequel des deux fut le plus grand en lui de 
l’homme de science ou de l’homme de bien. 

Pour les industriels, qu’il se gardait de confondre avec les spécula- 
teurs, il fut une véritable providence, soit par les conseils désintéressés 
et fructueux qu’il ne leur a jamais ménagés, soit par le zèle intelligent 
avec lequel il usa de son influence au Comité consultatif des Arts et 
Manufactures pour supprimer les lenteurs des mesures administratives 
et en fléchir la rigueur, ou pour faire adopter des moyens de mettre 
l’industrie française en état de lutter avec succès contre la concur- 
rence étrangère. Si beaucoup d'industries, dans des ordres de produc- 
tion très variés, n’ont pas disparu, écrasées par des droits vraiment 
prohibitifs, c’est à la clairvoyance patriotique de Henri Deville qu’elles le 
doivent, ainsi qu’à la vigilance et à la fermeté qu'il a montrées pour 
obtenir que l’on ménageat, en même temps que les intérêts de l’État 
dont il avait grand souci, ceux de l’industrie qu’il regardait comme un 
des agents essentiels de sa prospérité. 

Déjà il avait rendu aux Parisiens en 1870 un service dont un do- 
cument officiel signale l’importance. 

Au lendemain du 4 Septembre et au moment où la capitale allait 
être investie, Henri Deville, voyant s’accumuler, dans les jardins pu- 
blics et dans le Bois de Boulogne, les troupeaux de bœufs et de mou- 
tons destinés à l’approvisionnement de Paris, se demanda avec terreur 
ce qu'il adviendrait si une épidémie de typhus, stomatite aphteuse ou 
autre maladie contagieuse éclatait au milieu d’une telle aggloméra- 
tion de bestiaux. II fit aussitôt part au général en chef de cette éven- 
tualité à laquelle personne n’avait encore songé. On pourrait, pen- 
sait-il, conserver, en la salant, la viande des animaux sains qu’on serait 
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peut-être obligé d’abattre et, quant aux bêtes contaminées, il faudrait 
en désinfecter les cadavres, pour éviter les dangers graves pouvant ré- 
sulter de leur accumulation. Il offrit donc, vu l'urgence, de partir lui- 
même immédiatement pour le Midi de la France, afin d’acheter et de 
diriger sur Paris, le plus promptement possible, les quantités de sel 
marin et de chlorure de chaux nécessaires pour parer aux dangers 
qu'il redoutait. 

_ Sa proposition fut adoptée séance tenante, et il partit aussitôt pour 
Marseille avec deux de ses fils, MM. Henri Deville, alors ingénieur des 
Manufactures de l’État, et Émile Deville, ingénieur civil des Mines, qu’il 
emmenait afin d'agir plus rapidement. Grâce à ses connaissances spé- 
ciales, à son influence personnelle et à son entrainante activité, il 
organisa des chargements de sel marin et de chlorure de chaux, et, le 
17 septembre au matin, il rentrait avec ses fils à Paris, dans le dernier 
train qui ait pu pénétrer par la ligne de Lyon, avec la satisfaction de 
constater l’arrivée à destination de ses envois. L’épizootie qu’il redou- 
tait ne se montra pas, mais les détritus provenant de l’immense agglo- 
mération parisienne sans communication avec le dehors nécessiterent 
l'emploi du chlorure de chaux et il se produisit, vu la longueur du 
siège, un fait qu’on n’avait pas prévu, c’est que, sans les approvision- 
nements considérables qu'il avait constitués, le sel eût manqué aux 
Parisiens longtemps avant le pain, ce qui eût augmenté leurs souf- 
frances et avancé de beaucoup la date de la capitulation. 

Ce sont là, sans doute, des services inspirés par la nature de ses 
fonctions; mais qui saurait dire toutes les délicatesses de son cœur, sa 
passion pour le bien, son ardeur à combattre une injustice? Que de 
belles actions il y aurait à citer, rendues plus admirables encore par 
Vhabileté ingénieuse de leur préparation! Plusieurs de ceux qui en ont 
été l’objet n’en ont pas connu la source, d’autres l'ont seulement en- 
trevue par une circonstance que, chose extraordinaire, il n’avait pas 
prévue, et il les a obligés au silence dès qu'il s'en est aperçu; il en 
est enfin qui ne pouvaient les ignorer, ni les taire, car les faits se pas- 
saient au grand jour. 

Nous avons vu parfois des élèves de l’École échouer à l'un des exa- 
mens de licence, à une époque où l’application rigoureuse des règle- 
ments entrainait l’exclusion. Henri Deville n’a jamais hésité à consi- 
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dérer l'élève comme une malheureuse victime de la chance des exa- 
mens : il lui prodiguait de si paternelles consolations et ’encouragealt 
si bien qu'il faisait renaître l'espoir du succes. De plus, il intervenait 
pres de l’Administration supérieure assez efficacement pour obtenir 
en sa faveur la situation provisoire la plus supportable. Réconforté, 
soutenu et aidé, le pauvre désespéré passait plus tard brillamment 
tous ses examens et faisait honneur à l'Université. 

Un maitre aussi éminemment bienveillant était naturellement le 
refuge vers lequel arrivaient tous les jeunes professeurs de Sciences et 
même de Lettres auxquels on pouvait faire expier durement quelque 
erreur de jeunesse, erreur provoquée trop souvent par l'attitude hau- 
taine et cassante de certains proviseurs formalistes. Un matin, nous 
voyons arriver au laboratoire un jeune professeur de littérature tout 
en émoi. Il avait passé la nuit en chemin de fer et accourait d’un lycée 
du Midi où, son proviseur l'ayant pris de très haut avec lui sans motif 
plausible, il s'était laissé aller à riposter; de là, menace de révocation 
formulée par le proviseur. Henri Deville se fait expliquer la chose dans 
tous ses détails et, n’y trouvant rien de sérieux, va au Ministère, voit 
le Secrétaire général qui le retient à déjeuner, expose l'affaire de son 
protégé pendant une partie de billard, perd la partie, mais revient 
tenant une nomination avec avancement; il était radieux. 

Sa passion du bien se montre, avec toute sa délicatesse, dans le 
trait suivant : Deux professeurs de lycées de Paris, très distingués, 
mais fatigués du professorat, sollicitaient une place d’inspecteur d’aca- 
démie à Paris; une vacance se présente, et le Ministre nomme le plus 
jeune. L'autre se croit victime d’une injustice qu’il attribue soit à un 
procédé peu délicat de son collègue, soit à un mauvais vouloir défi- 
nitif de l'Administration : il en conçoit un vif chagrin qui aggrave un 
état de santé déjà précaire. Henri Deville, qu'aucun lien n’unissait plus 
à l’un qu’à l’autre, est mis au courant de la situation, et il essaye des 
consolations qui produisent peu d'effet. Par un heureux hasard, une 
nouvelle vacance étant survenue, vite il court chez le Ministre et lui 
expose les conséquences de la première nomination avec une chaleur 
qui éclaire, touche et persuade le Ministre; la nomination est décidée. 
Mais Henri Deville sait, par expérience, qu’entre la parole et l’arrété 
ministériels il y ale défilé des bureaux. Pour triompher de cet obstacle : 
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« Cher ami, dit-il au Ministre, venez prendre l’air avec moi », et il l’en- 
traine jusqu’au boulevard Montparnasse, lui fait monter cinq étages, 
le met en tête-à-tête avec son protégé, sa femme et ses jeunes enfants 
et leur dit : « Voici le Ministre, il a voulu voir des gens heureux : il 
vous apporte la nomination d’inspecteur d'académie. » En descendant, 
Henri Deville se frottait les mains et le Ministre ému le remerciait 
avec effusion. 

Cette bonté affectueuse, tous en ont profité : les industriels auxquels 
il ne refusait jamais ses conseils, les jeunes savants qu’il a soutenus 
dans les débuts toujours difficiles de leur carrière et tant d’autres qui 
avaient recours à ses lumières comme à une source inépuisable. Quant 
à ceux qui ont eu la bonne fortune d’être ses collaborateurs, je suis 
sûr de n’en blesser aucun en affirmant qu’il a toujours été celui des 
deux qui a le plus fait pour l’œuvre commune. Il savait que le public 
attribue généralement au Maître la plus grande part d’honneur et il 
estimait qu’en toute équité il devait se réserver la plus grande part 
de travail. 

Et ses élèves, avec quelle chaleur discrète il faisait valoir leurs tra- 
vaux! comme il semblait ignorer que ce qu’ils contenaient de-meilleur 
venait de lui! Parlerai-je du soin qu’il apportait à glorifier ses prédé- 
cesseurs ? En relisant ses Mémoires, on ne peut s'empêcher de trouver 
qu’il exagère la modestie, lorsqu'il semble presque demander pardon 
à ceux qui l’ont précédé dans la carrière d’avoir résolu les questions 
dont la solution leur avait échappé. Nul n’applaudissait plus sincère- 
ment et avec plus d’ardeur au succès de ses confrères et n’en faisait 
mieux ressortir les mérites. Cette chaleur communicative prenait les 
accents de l’éloquence lorsqu'il avait à les défendre contre d’injustes 
attaques. On en a eu un bel exemple lorsque l’illustre Foucault fut 
l’objet de critiques d’autant plus regrettables que celui qui les formu- 
lait et qui n’avait pas besoin, pour paraître grand, d’abaisser les autres, 
croyait n’avoir plus à craindre qu’on en fit ressortir l’iniquité. 

Que dire de la manière dont il mit en relief les travaux de M. Pas- 
teur, soit devant l’Académie, lors de l’élection de son illustre ami, 
soit lorsqu'il s’agit d'obtenir pour lui la construction d’un laboratoire 
de Recherches à l École Normale? M. Pasteur, Administrateur de l’École 
et Directeur des Études scientifiques, n’avait pu obtenir un crédit pour 
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ses expériences, et des aides rétribués pour leur préparation. « Depuis 
dix ans, il n’avait pas touché à un ustensile, il n’avait pas sali un 
verre sans avoir été contraint de les nettoyer ensuite de ses mains. » 
En vue de signaler l’état précaire où se trouvaient les savants les plus 
illustres de l’époque qui n'avaient à leur disposition que des locaux 
malsains et des ressources dérisoires, M. Pasteur avait écrit, pour le 
Moniteur (Journal Officiel), quelques pages dans lesquelles il avait peint 
la situation avec l’éloquence d’une victime qui ne farde pas la vérité. 
L'article, intitulé le Budget de la Science, avait été brutalement refusé, 
parce que l’auteur avait eu l’imprudence d’énumérer les millions que 
les nations étrangères avaient, depuis quelques années, dépensés 
pour la construction et l'entretien des laboratoires de recherches scien- 
tifiques. Aux yeux du fonctionnaire zélé qui n’imprimait que des éloges, 
il y avait, dans ce rapprochement, une critique blessante pour le pou- 
voir. L'accès qu’Henri Deville avait près du Souverain lui permit de 
présenter les choses sous leur véritable jour, et il eut le bonheur de 
contribuer ainsi à la création de ce laboratoire que les travaux de 
M. Pasteur sur les micro-organismes, et particulièrement sur la rage, 
ont fait connaitre de toutes les nations. 

Plus tard, M. Pasteur, depuis longtemps engagé dans l’étude des 
vins, puis dans la recherche des moyens de remédier aux maladies des 
vers à soie, fut, à la suite d’un travail excessif, frappé d’une paralysie 
qui, sans affecter en rien sa grande intelligence, lui enleva pendant 
longtemps la liberté de ses mouvements : son savant ami venait sou- 
vent lui donner des consolations. Que de saillies d’une originalité 
affectueuse il savait trouver pour distraire l’illustre malade et ramener 
la confiance en l’avenir! Un jour, qu'il le voyait plus découragé : 
« Voyons, lui dit-il avec une bonne grâce charmante, rassurez-vous, 
vous allez vous rétablir, vous ferez encore de merveilleuses décou- 
vertes, vous vivrez d’heureux jours, vous me survivrez, je suis votre 
ainé; promettez-moi de prononcer mon oraison funèbre. » 

Treize ans après, épuisé par des travaux minutieux auxquels il ne 
voulut pas se soustraire, Henri Deville était frappé d’un mal dont ses 
amis reconnurent bientôt la gravité. Pour l'enlever à toutes ses pré- 
occupations scientifiques sa famille l’'emmena dans le Midi. L’amélio- 
ration qu'on espérait ne se produisit pas. De retour à Paris, il vit peu 
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à peu ses forces décliner, envisagea sa fin prochaine avec le calme d’une 
conscience tranquille et d’espérance pour l'éternité et s’éteignit le 
1% juillet 1881, au milieu de sa famille, à Boulogne-sur-Seine. M. Pas- 
teur n’avait pas oublié la promesse que lui avait imposée son ami : 
devant sa tombe si prématurément ouverte, il fut l'interprète éloquent 
de la douleur de tous. 

Depuis qu'il a été enlevé à la Science, à l’École Normale, à ses amis 
et à sa famille, il s’est écoulé treize années pendant lesquelles tous 
ceux qui l'ont connu ont mesuré la grandeur d’une telle perte. On ne 
peut y trouver de consolation qu’en entretenant toujours présent le 
souvenir de ses éminentes qualités. Si l’on envisage sa vie si brillante 
et si pleine, on ne sait ce qu’on doit le plus admirer, de l’homme 
de génie dont les incessantes découvertes ont illustré la patrie et im- 
mortalisé le nom, de l’homme de bien qui, s’oubliant toujours, a trouvé 
le temps de servir les autres, de surveiller leurs intérêts et de leur 
ménager les plus charmantes surprises, ou du père qui a su préparer 
et assurer le bonheur d’une brillante famille, étroitement unie et ten- 
drement aimée; et l’on s’associe de tout cœur à ces magnifiques paroles 
de Dumas ('), où l’on sent vibrer les accents du patriotisme le plus 
clairvoyant et le plus élevé : 

« A travers tant de changements, de troubles, de révolutions, on 
éprouve violemment le besoin de glorifier les génies heureux dont les 
œuvres marquent au genre humain sa voie et de rappeler en même 
temps au monde prompt à l'oubli les droits de la France à sa gratitude. 
Plus que jamais, gardons avec un soin religieux la tradition des ser- 
vices rendus par nos prédécesseurs, par nos ancêtres; honorons nos 
grands hommes! Toute nation manquant à ce devoir prépare sa ruine 
intellectuelle, morale et matérielle; elle ne vivra pas longtemps sur 
la terre et ne laissera en périssant qu'une trace bientôt obscurcie parmi 
les peuples de l'avenir. 

» Veillons donc sur les titres de nos morts, en héritiers attentifs ; ne 
laissons ni dépérir ni envahir leur domaine! Ne comptons pas sur la 
justice d'autrui. Les nations qu’on a initiées aux travaux de l'esprit, de 


(1) Dumas, Éloges de Charles et Henri Sainte-Claire Deville, p. 38. 
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même que celles qu’on a dotées de la liberté, ne se croient point 
obligées à la reconnaissance et ne craignent pas de donner de grands 
exemples d’ingratitude. Tel peuple qui, dans la première moitié du 
siècle, venait nous demander des leçons, se croit prêt à nous en 
donner aujourd’hui et jette un regard de commisération sur notre pays. 
comme si les sources de l'invention en étaient taries. Eh bien, non! La 
France n’est pas morte! La flamme d’une lampe peut en allumer mille 
autres, sans que sa propre lumière en soit affaiblie; leur éclat ne fera 
jamais pâlir le sien, il est son ouvrage. 

» Les sillons profonds tracés par les frères Deville, la poussière du 
temps ne les comblera pas et pour en méconnaître la maîtresse direc- 
tion, il faudrait un aveuglement volontaire. Puissent leurs successeurs 
demeurer toujours fidèles, comme eux, aux traditions de la Science fran- 
çaise! C’est près d’elle qu’ils trouveront, le plus souvent encore, ces 
inspirations claires, conformes à son génie, menant aux régions supé- 
rieures de la philosophie naturelle et conduisant aux découvertes dont 
l'éclat répandu sur notre patrie bien-aimée affirmera son rang parmi 
les nations. » 

Ces pages, écrites au lendemain de la mort d'Henri Deville, ont 
été les dernières que son cher maitre ait données à la Science; le 
temps n’a fait qu’ajouter à leur valeur et elles s’appliquent merveilleu- 
sement à l’heure présente. Les élèves de l'École Normale qui ont la 
belle mission de conserver et d’accroitre le dépôt des connaissances 
humaines et d’honorer ceux qui l’ont enrichi auront a cœur d’associer, 
dans l’expression de leur admiration et de leur reconnaissance, au 


nom d’Henri Deville, celui de Dumas, le plus illustre représentant de. 


la Science française contemporaine. Ils n’oublieront pas qu’il a tou- 
jours témoigné à l’École la bienveillance la plus éclairée et la plus 
efficace et que, sans parler de bien d’autres qui lui doivent l'éclat de 
leur carrière, il a dirigé, soutenu, encouragé et exalté les deux plus 
hautes gloires scientifiques dont ils aient le droit de s’enorgueillir, 
Henri Deville et son illustre ami M. L. Pasteur. 
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Mémoire sur la fonction €(s) de Riemann. 


Page 88, ligne 10, au lieu de Vlan] lire Val 
h+ A'+ A'h — A a+ A'+ AA — A 
DIS 8, » FL TER » Deane oe 
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